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In {ormat i  ons-
R E F E R A T
Die  numer ische Fe ldberechnung a ls  Ins t rument  zur  Ent r^ r i ck lung und
Opt ie i ie rung e lek t r i scher  An lagen und 6erä te  sp ie l t  be i  den Auf -
gaben des  rechnerges t i l t z ten  Entwur fs  e ine  immer  größere  Ro l le .
Von Bedeutung is t  dabe i  d ie  Ana lyse  dynamischer  Prozegse,  z .B .
des nichtstat ionären elektromagnetischen und hlärrnefeldes.
In  der  vor l iegenden Arbe i t  werden sowoh l  e in ige  konvent ione l le
l ' lethoden zur Untersuchung der dynamischen Eigenschaften von
durch  d ie  l ineare  D i f fus ionsg le ichung beschr iebenen Vorgängen
darges te l l t  a ls  auch neue numer ische Ver fahren  vorgesch lagen.
Neben den bekannten  D iskre t is ie rungsmethoden (2 .8 .  der  F in i te -
-D i f fe renzen-  bzw.  F in i te -E lement - l " le thode)  zur  Behand lung von
Randwer tp rob le rnen w i rd  in  d ieser  Arbe i t  u .a .  d ie  l , le thode der
m i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e  s o w i e  d i e  i n  d e n  I d e n t i f i k a t i o n s a u f g a -
ben verwandte  mod i f i z ie r te  Homentenmethode ausgenutz t .  D ie  l ' l e -
thoden ges ta t tenn e in ige  d ie  Dynamik  des  Proeesses  charak ter i -
s ie rende Kenngrößen w ie :  Verzögerungr  Laufze i t  und ordnung der
Ver=ögerung zu  ermi t te ln .  D ie  bearbe i te ten  A lgor i th rnen werden
mi t  H i l fe  von B l .ockd iagrärnmen veranschau l ich t  und an  e iner  Re ihe
von Be isp ie len  ge tes te t .  Durch  den verg le ich  der  gewonnenen
numerischen Lösung mit  aus der Li teratur bekannten Ergebnissen
wi rd  das  Konvergenzverha l ten  un tersucht  und d ie  Rechenge-
nau igke i t  abgeschätz t .  Außerdem werden e in ige  prak t ische Aufga-
ben der  techn ischen E lek t rodymamik  (u -a .  in  o f fenen Fe ldgeb ie-
ten)  ge lös t  und e ine  urn fassende numer ische Ana lyse  e lek t romagne-
t i scher  Prozesse sowoh l  im Ze i t -  a ls  auch i rn  Freeuenzbere ich
durchgef rJhrt .
2
TNHALTST/ERZEICHNIS
Referat
Verze ichn is  der  verwendeten  Symbole
E i  n l  e i  tung
Al lgeme ines  a
1.2 .  In te rna t iona le r  S tand der  theore t ischen Forschungen
auf dem Eebiet der Untersuchung dynamischer Prozesse 11
1.5 .  Gegenstand der  Arbe i t ;  Formul ie rung der  Aufgaben-
s t e l l u n g  1 7
2 .  D i f f e r e n t i a l g t e i c h u n g e n  n i c h t s t a t i o n ä r e r  F e l d e r  i n
d e r  E l e k t r o t e c h n i k  l 9
2 . 1 .  A l l g e m e i n e s  1 9
2 . ? .  D a s  e l e k t r o m a g n e t i s c h e  F e l d  2 0
2.3 .  N ich ts ta t ionäre  Wärmele i tung 23
3.  Lur  Charak ter ig ie rung dynamischer  Prozesse 25
S.  l .  Sys teme mi t  konzent r ie r ten  und ver te i l ten  Parametern  25
3.2 .  Kennfunk t ionen l inearer  Sys teme 2=
3 . 2 . 1 .  I m p u l s a n t w o r t  ? 6
3.? .2 .  Sprungantwor t  und Über t ragungsfunk t i 'on  ?6
5.3 .  Beschre ibung des  dynamischen Verha l tens  im Freguen l -
bere ich  ?7
3 . 4 .  t " ' l i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  2 A
4.  Numer ische Behand lung von D i f fus ionsprozessen 32
4.1 .  F la themat ische Prob lemformul ie rung 32
4-?. Behandlung des Randwertproblems zur Best i tnrnung der
Rauml ösung
4 . ? .  l .  6 a l e r k i n s c h e s  V e r { a h r e n
4 . ? . ? .  H e t h o d e  d e r  { i n i t e n  E l e m e n t e
4 . 2 . 3 .  D i  f  f  e r e n z e n v e r f  a h r e n
4.2 .4 .  Lösungsweg be i  o f fenen Fe ldgeb ie ten
4.3 .  Behand lung des  Anfangswer tp rob le rns  zur  Bes t immung
der  Ze i t tösung 43
5.  Numer ische Best immung der  mi t t le ren  Ze i tkongtan te  46
5 . 1 .  A l l g e m e i n e s  4 6
5.2 .  Anwendung des  Ea lerk inschen Ver fahrens  4E}
5. 2.  I  -  Al  I  gemei nes Ll lsungskonzegt 4A
a,
L
6
Bl .
1 . 1 .
33
JJ
? E
J J
3A
4()
3
3 . 2 . 2 .
5 . 3 .
5 . 3 .  1 .
5 . 3 .  2 .
5 -  4 .
5 . 4 .  l .
5 . 4 . 2 ,
6 .
6 .  1 .
6 . ? .
6 . 3 .
6 . 3 .  1 .
6 . 3 . 2 .
6 . 4 .
7 .
7 .  r .
7 . 2 .
7 . 2 .  t .
7 . 2 . ? .
7 . 2 . 3 .
7  . 2 . 4 .
7 . 4 .
7 . 4 .  t .
7 . 4 . 2 .
7 . 4 . 3 .
Berechnungsbelspiele 51
Anwendung der ilethode der finiten Elemente 56
Al lgereines LtlsungskonzePt 56
Berechnungsbeispiele 6A
Anwendung des Dif ferenzenverfahrens 63
Al lgemeines Lt isungskonzePt 63
Berechnungsbe isp ie le  65
Best irnmung von Parametern vereinfachter l i fuertra-
gungsfunk t ionen von Anordnungen mi t  ver te i l ten  Para-
metern 72
A l l g e m e i n e s  7 ?
Parameterbes t immung mi t  H i l fe  der  mod i { i z ie r ten  l ' l o -
mentenmethode
Anwendung von l ' lethoden der numerischen Feldanalyse
Verwendung der  Lap lace-Trans format ion
Verwendung der  Frequen=bere ichsana lyse
73
76
76
oj.
a5
7 . 2 . 5 .
7 . 3
Berechnungsbe i  sp i  e l
Prak t ische Anwendungen 94
AI I  gernei nes 94
A n a l y s e  d e r  A u s g l e i c h s v o r g ä n g e  i n  e l e k t r o m a g n e t r -
schen Abschirrnungen ?5
Das e lek t romagnet igche Fe ld  in  der  Kas tenabsch i r tnung ?5
D a s  e l e k t r o m a g n e t i s c h e  F e l d  i n  e i n e r  a x i a l s y m m e t r i -
schen Absch i r rnung ?9
Das e lek t romagnet ische Fe ld  be i  e iner  ha lbgesch los-
senen Abschirrnung 1t)?
A b s c h i r r n u n g  v o n  Z y l i n d e r s p u l e n  d u r c h  e i n e  l e i t e n d e
Pla t te  lO7
l ' l i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  u n d  S c h i r m f a k t o r  1 1 ?
Ze i tkons tan te  des  magnet ischen F lußes in  e inem
Gle ichs t rommagnet  be i  {es ts tehendem Anker  1 f4
D a s  d y n a m i s c h e  V e r h a l t e n  e i n e s  a k t i v e n  e l e k t r i s c h e n
"[rJi  t terungsf f ihI  ers" 1 1 8
Al I  gernei nes 1 1€}
P r i n z i p i e l  l e r  A u f  b a u  d e s  " $ l i t t e r u n g s f  i l h l e r s "  l ? 1
Numer ische Exoer imente  12?
1
8. Zusammenfassende l{ertung und Vorschläge zur Fort füh-
rung der  Arbe i t  1??
L i t e r a t u r v e r z e i c h n i s  1 3 5
Anhang A:  D i f fe ren t ia t ion  von l ' l a t r i zen  14O
Anhang B:  t lbergangsfunk t ionen 141
5
VERZEICIINIS DER VERWENDETEN SYHBOLE
an b ,  d ,  h ,  R  -  Abrnessungen
A -  magnet igches  VektorPoten t ia l
B  -  r n a g n e t i s c h e  I n d u t * t i o n
c  -  sper i f  i sche t {ä rmep
D  -  D i f f u s i o n s k o e ' f f i = i e n t
E  -  e l e k t r i s c h e  F e l d s t ä r k e
f -  Frequenz
F -  Frequen=gang
E. - Hi I f spararneter (F'lornent )
k
h r h  , h  -  H a s c h e n w e i t ex y
h  ( t )  -  ü b e r g a n g s f u n k t i o n
H -  rnagnet ische Fe lds tärke
i r l  -  S t r o m
J -  S t ro rnd i  ch te
K ( s )  -  ü b e r t r a g u n g s f u n k t i o n
L e l  I  i .  p t i  scher  Opera tor
t  -  Opera tor  der  Lap lace-Trans for rna t ion
N  . N  . N , . . . .  -  F o r m f u n l : t i o n e n
L J ' <
P  -  L e i s t u n g ,  R e a l t e i l  d e s  F r e q u e n z q a n g e s r  R a u r n p u n k t
q -  hfärrnestrsmdi chte
c lv  -  Le i  s tungsd i  ch te
E  I m a g i n ä r t e i l  d e s  F r e q u e n z g a n g e s
s  -  Var iab le  der  Lap lace-Trans for rna t ion
S  -  S c h i r m f a l * t o r ,  F l ä c h e
t  Z e i t
T  -  e l e k t r i s c h e s  V e k t o r p o t e n t i a l  '  T e r n p e r a t u r
T - Ar-rßenternperaturä
u .  -  g e s u c h t e  F u n k t i o n  U  i r n  i - t e n  N e t = -  b = w .  E l e r n e n -
teknoten
U ( P , t )  -  z e i t -  u n d  o r t s a b h ä n g i g e  F u n h t i o n
U -  Näherung der  Funk t ion  U
a
U .U -  Anfangs-  und Endzus tand von Uo '  - ,  t ,
v i ,  v ]  ^ '  -  E l e m e n t e  v o n  H i t + s v e k t o r e n
V  . V  -  e l e k t r i g c h e s  u n d  r n a g n e t i s c h e g  S k a l a r p o t e n t i a l
e '  fn
6
w r r w 2 r w . - F u n k t i o n e n r d i e p h y s i k a l i s c h e E i g e n s c h a * t e n d e s
H a t e r i a l s  b e g t i m m e n
*3 r *o  -  Er reger funk t ionen
1  ( t )  -  E i n h e i t s s P r u n g
6r iech ische SYmbole
cr -  t {ärmetJbertragungskoeff iz ient
r  
-  e l e k t r i s c h e  L e i t f ä h i g k e i t
6.  .  -  Kronecker-SYmbol
L J
A -  Lap lace-Opera tor ,  Zuwachs,  Abso lu t feh le r
a  -  D i e l e k t r i z i t ä t s k o n s t a n t e
I  -  I ' r lä rmele i t fäh igke i t
p  -  magnet ische Permeab i l i tä t
P - D i c h t e , V a r i a b l e d e s P o l a r k o o r d i n a t e n s y s t e m g
T ' T L  Z e i t k o n s t a n t e n
T '  -  n o r m i e r t e  ( r e l a t i v e )  Z e i t k o n g t a n t e
C (P)  -  Koord ina ten funk t ionen
O - {nagnet ischer FluB
y i  ( t )  -  ze i tabhäng ige  Funk t ion€ ln
co - Kreisfrequenz
Die  Vek torgrößen werden durch  Fet td ruck  gekennze ichnet ,  z 'B '
E .  Das  Sternchen 
t  
symbo l is ie r t  das  Ergebn is  der  Lap lace-Trans-
fo rmat ion ,  z .B .  ,1 , l  (s l  - tEv t  ( t )  l .  D ie  Spa l tenvek toren  werden in
g e s c h w e i f t e n ,  z . B .  ( B ) = ( b .  )  u n d  d i e  z w e i d i m e n s i o n a l e n  l ' l a t r i z e n
in  eck igen Ktamf lE l rn ,  z .B .  tA l=Ea.  .  I  angegeben.  Be i  a l len  phys i -
ka l i schen 6röBen werden s l -E inhe i ten  angewandt '
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1. EINLEITUNG
1 . 1 .  A l l g e n e i n e s
l ' l i t  d e r  s c h n e l l e n  E n t w i c k l u n g  d e r  D i g i t a l t e c h n i k ,  d e u t l i c h e r
produk t ionsgte igerung von 6roß-  und besonders  K le in rechnernr  so-
w i e  m i t  d e r  B e a r b e i t u n g  m o d e r n e r  S o f t w a r e .  w e r d e n  q u a l i t a t i v
neue Entwur fs -n  Prognose-  und Forschungs ins t ru rnente  zur  Ver fü -
gunq ges te l l t .  D ie  dami t  verbundenen St ichwor te  w ie  CompztLet '
Aid.ed. Desi6n (CAD) oder Comouter Aided Manufa.cturtn6 (CAH)'  die
i n  d e n  l e t z t e n  J a h r e n  e i n e  W e t t k a r i e r e  g e m a c h t  h a b e n ,  w e r d e n  i n
d e n  e n t w i c k e l t e n  L ä n d e r  p r a k t i s c h  r e a l i s i e r t  u n d  s i n d  i n  f a s t
a l 1 e n  6 e b i e t e n  d e r  T e c h n i k  v e r b i n d l i c h  g e w o r d e n .  A u f  d e m  C o m p u -
te rmar l . . : t  werden spez ia l i s ie r te  t rAD-  bzw.  CAD, /CAH-Sys terne  angebo-
t e n ,  d i e  u - a -  r n i t  e i n e r  l e i s t u n g s f ä h i g e n  Z e n t r a l e i n h e i t '  e i n e m
l ' la therna t ik - t roproressor ,  modernen graph ischen E in-  und Ausgabege-
r ä t e n  t l . B .  h o c h a u f l ö s e n d e  B i l d s c h i r m e  m i t  T a s t a t u r  u n d  H a u s '
H o c h g e s c h w i n d i g k e i t s p l s t t e r n ,  D i g i t a l  i s i e r t i s c h e ) ,  v i e l s e i t i g e r
Anwendungssof tware  und umfangre icher ,  un iverge l le r  Datenbank
a u s g e s t a t t e t  s i n d .  D i e s e  S y s t e t n e  = e i c h n e n  s i c h  d u r c h  e i n f a c h e
menügesteuer te  Eed ienung aus  und r+erden o f t  =ur  MuLt t tas ic - in6-
-Techn ik  vorgesehen.
D ie  Anwendungssof tware  is t  me is t  au f  d ie  Lösung bes t i rnmter
t e c h n i s c h e r  P r s b l e m e  g e r i c h t e t .  Z u m  E e i s p i e l  m ü s s e n  b e i  d e r  E n t -
w i c k l u n g  u n d  O p t i n i e r u n g  v o n  e l e k t r o m a g n e t i s c h e n  E n e r g i e w a n d -
I e r n  e i n i g e  B e t r i e b s e i g e n s c h a f t e n ,  w i e  h f i r b e l . s t r ö m e ,  S t r o m w ä r r n e -
ver lus te  und Krä{ te  ber t i cks ich t ig t  r . re rden.  E ine  immer  größere
R o l l e  s p i e l t  d a b e i  d i e  r e c h n e r g e s t ü t = t e  B e r e c h n u n g  e l e k t r s m a g n e -
t i s c h e r  u n d  l ' l ä r m e f e l d e r ,  d i e  i m  F a I 1  k o m p l i = i e r t e r  H a t e r i a l -  u n d
O u e l l e n v e r t e i l u n g  a l s  b e s o n d e r s  n ü t = l i c h e s  H i l f s m i t t e l  i n  d e n
C A D - A u f g a b e n  v e r w a n d t  w i r d .  D i e  O p t i m i e r u n g  e l e k t r i s c h e r  6 e r ä t e
a u f  r e i n  e x p e r i r n e n t e l l e r n  W e g e  i s t  z e i t a u f w e n d i g  u n d  l ' ; o s t e n s p i e -
l i g ,  w e n n  e s  d a r u m  g e h t l  e i n e  f ü r  d e n  j e w e i l s  v o r g e g e b e n e n  Z w e c k
o p t i m a l e  K o n s t r u k t i o n  z u  e n t w i c k e l n .  E i n  C A D - P r o g r a r n r n  k a n n  d i e
Forschungsarbe i ten  grund legend ändern .
D ie  mi t  nurner ischer  Fe ldberechnung verbundenen Forschungsar -
b e i t e n  e r s t r e c k e n  s i c h  u . a .  a u f  f o l g e n d e  G e b i e t e :
a
-  Erarbe i tung gee igneter  e f fek t i ver  ver fahren  =ur  Lösung der
Fe l  dg l  e i  chungen;
-  Entw ick lung von computerprogr€rmmen zur  Lösung großer  6 le i -
chungssysteme.
Die  bekannten  D iskre t is ie rungsnethoden (F in i te -D i f fe renzen-  b=w.
Fini te-Elernent- l . lethode) wurden zunächst nur f  t l r  räunl ich be-
grenzte und z -7t.  i  n verbi  ndung mi t  anderen t{ethoden (z .  B.
Boundary-Integral-  bzw- Inf  in i te-Element- l ' lethode) auch f  i l r  of fe-
ne  prob le roe  äng€ lwandt -  D iese  l ' l e thoden wande ln  d ie  D i { fe re 'n t ia l -
g le ichung d i rek t  in  e in  a lgebra isches  6 Ie ichungssys tem u i l r
dessen Ordnung je nach Art  und 6röBe des betrachteten Problems
zwischen loe  fü r  mi t t le re  zFre id imens iona le  und 106 fü r  g rößere
dre id imens iona le  Aufgaben I ieg t .  Zsr  Lösung d ieser  6 le ichungs-
s y s t e m e  s i n d  d i e  d i r e k t e n  F l e t h o d e n  ( 2 . 8 .  d i e  E a u s s c h e  E l i m i n a -
t ion  oder  Cho lesky-Ver fahren)  und d ie  i te ra t i ven  Ver fahren  (z -8 .
d ie  t iber re laxa t ionsmethode)  en tw icke l t  worden.
Der brei te Begri f f  Feldberechrulrng umfaßt verschiedene Feldpro-
b leme,  d ie  jedoch in  Bezug au f  d ie  Ar t  der  zu  lösenden D i f {e ren-
t i a l g l e i c h u n g e n  i n  e i n i g e  P r o b l e m e n k l a s s , e n  g e g l i e d e r t  w e r d e n
ml lssen.  Zur  e rs ten  K lasse von typ ischen Prob lemen gehören d ie
s ta t ionären Prob le rne  der  E lek t ros ta t i k  und des  magnet ischen FeI -
des  in  s t romf re ien  6eb ie ten ,  d ie  Bes t i rnJnung der  g ta t ionären Tem-
pera turver te i lung  be i  b lä rmele i tungsprob lemen und d ie  Berechnung
der  s ta t ionären e lek t r i schen St römungs-  und magnet ischen Fe lder .
Das gesuchte  Fe ld  w i rd  in  d iesem Fa l l  durch  d ie  Po igsongche
(oder  Lap lacesche)  D i f fe ren t ia lg le ichung beschr ieben.  Das s ta -
t ionäre  e lek t romagnet ische t {echge l fe ld  kann men zur  zwe i ten
K I a s s e  z ä h l e n .  D a b e i  m u B  d i e  k o r n p l e x e  H e l m h o l t = - D i f f e r e n t i a l -
g l e i c h u n g  g e l ö s t  w e r d e n .  D i e  d r i t t e  K l a s s s e  d e r  z e i t a b h ä n g i g e n
n i c h t g t a t i o n ä r e n  F e l d e r  w i r d  , n i t  H i l f e  d e r  p a r t i e l l e n  D i f f e r e n -
t i a l g l e i c h u n g e n  p a r a b o l i s c h e r  o d e r  h y p e r b o l i s c h e r  A r t  b e s c h r i e -
b e n .  D i e s e  K l a s s e  u m f a ß t  D i f f u s i o n s -  u n d  W e l l e n p r o b l e f n e .
Der  numer ischen Berechnung s ta t ionärer  Fe lder  wurden zah l re i -
c h e  w i s s e n s c h a f t l i c h e  A r b e i t e n  g e w i d m e t ,  d e s h a l b  i s t  d i e s e  F r a g e
verhä l tn ismäßig  gu t ,  sowoh l  theore t isch  a ls  auch vom Standpunkt
d e r  B e r e c h n u n g s p r a x i s ,  b e a r b e i t e t .  V i e l e  a l ' ; t u e l l e .  p r a k t i s c h e
s
Ar- r f  rgaben der  E lek t rs techn i l . :  verb inden =rch  dageqen r r l f -  der -  Un-
te r=r :chung dynarn is rher  Fra :esse. -  A ls  Be i .=p ie ie  l :önnsn f r - . i l gend=
Frob lsnre  der  Techn i ! , :  gEnännt -  werden:  Bes t i rnnrung * i= l ' : ' ! - - rn rnagnet r -
s c h e r  F r o = e s = e  i n  e l e i . t r - i s c h e n  H a s c h l n e n .  i , t t  b e = o n d e r e n  d e r
n ich t= ta t ienären St ra rnverdrängung und des  Ze i t ' re rha l ten= ' ; ' - - rn
St rö inen i  n  Nuten ;  Untersuchung de= Abschr  r i r r ' . re rha l  tens ;  Erwär -
fnungsFro=esse be i  indu l : t i ver  oder  h f rders tand=erwär fnLrng l  d ' ;n , :n r r -
sches  Verha l ten  vcn  h l i rbe ls t rö rnen be i  der  =ers tö rung=f re ien
b l e r h s t o f f p r ü f u n g l  U n t e r s u c h u n g  d e r  d y n a r n i s c h e n  E i g e n = c h a f t e n
v o n  E i n s t e l I -  u n d  t ' t e ß e l e m e n t e n  d e r  A u t s m a t i l : -  u . v . ä . .  A u =  d i . e E e r - n
E r u n d  w u r d e n  i  n  d e n  l  e t z t e n  J a h r e n  e i  n i  g e  A I  q o r i  t h m e n  e n t w i -  i : -
l :e l  t .  d i  e  d i  e  numer i  =che Eehand l  ung n i  ch ts t ; . t  t  '=närs r  Fe I  cpr - '= -
b leme und i .nsbesondere  vsn  D i f  f  r - rs io r rsprc=e=EEn qes ta t t *n .  l ; .  Ca=
n i c h t s t a t i s n ä r e  { r - a g c h  v e r ä n d e r l r c h e }  F e I d  d u r c h  o r t g -  u n d  = e r i . -
a b h ä n g i g e  F e I d g r ö ß e n  b e s c h r i e b e n  * e r d e n  r n u ß .  r n n ß  f i a n  d i e  A l = s -
r i  t -h rnen =Lr  i  h re r  Eererhnung un ter -  räun} i  chen und z= i  t i  i  rhen f t= -
pekt-en bet-rachf-en- I in Ers' , -En Fa. l  I  h*ndelt-  =irh i - i rn ei .ne a. i - ich f  ür
d i . e  s t a t i s n ä r e n  A u f g a b e n  ü b l i c h e  D i s l : r e t i = i * r u n g  d e s  G r r - t n d g = b i e -
te= und Eerür l :=i  cht i  gung der = ugehör i  gen F:andbed i  ngunqen ,  i r la-E
i,  E. in i .  f -  Hi 1+e de= FE-Vsrf  *=.hr=ns re,ai  i  sr  erf-  werden l : :äni l  -  l r rr
:He i  ten  Fa i  I  rnuß =chr i  t f -we i  s=  e i  ne  än f  ang=w=r t -a .u f  gabe ge i  o= t
werden, wrhei aLr= S' ,-ah i  l  i  tätsgründen arn häuf i .  g=+.en d r  = sagerr-=.r ln-
te  6 - l ' l e t -hode.  = .  E t .  das  Cran l . . - l ' - l i c i : l=sn-D i f  {e ren=en=cher r ra .  änqE-
w a n d t  w i . r d .
E i n  b e = a n d e r e =  F r s b l e n r  i s t  d i e  E e r ü c l - - : s i r h t i - g u n g  d e r  n i r h t - i  i . n , = -
ären Ei gen=cha.f  tsn de,s Hater i  al  =,  = .  E. dEr tai-=ärh l  i  chen l- ' t ; .gne'-
t i = i e r r - r n g = l : : E n n I  i n i e  i n  p e r r n e a b l e n  S i - s f  { e n .  F ü r  d i e s =  F = l d a l i f  g ; -
b e n  g i n d  e i n i g e  E l u a . s i l i n e = r i = i e r u n g s r n e t h s d e n  e n t n i r i : e l t  u i c r d = n ,
nabe i  i  n  der  L i  t= ra tu r  a I  =  d i  e  me i  = t  verwandte  i " le thcde d ;=
Newf-nn-F:a.ph=c=n-Uerf ahren angege,ben r i i  rd.
t ' 1 1 t  H i l f e  d s r  c . _ ü .  V e r * a h r e n  l , : ö n n F n  d i e  d T n a r r i r s c h e n  F r - ' = : t : = = E
= c h r i t - t w e i = e  i m  Z e i t b e r e i c h  u n t = r = u r h t -  s r e r d e n .  t " s r r  g r o t l = r  E e ' i = u -
t u n g  i s t  e ü e n f a , l l =  d i e  t i = n n t - n i =  d e s  d v n a r - r r r = c h e n  V e r n ; . i t - - e n =  r { r l
F r e q u e n = b e r e i c h -  I n  d i e s e m  F a I I  w i r - d  d a =  b e t r a c h t e t e  F e l d  t t n t e r
der  Anna-hme e i  ner  :e i  t -ha . r rnsn i  scher  Er regung r i t i  t  var i  * .b i  e r  Fr=-
q u e n =  a u s g e w e r t e t .  E j . n  a n d e r e r  U n t e r s u r h u r n e = w e g  b e = t e h t  d a r i n .
d i e  d y n a i n i s c h e n  E i g e n = c h a f t e n  d u r c h  d i e  A n g ; . b e  e i n i g e r  l i e n n -
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größen,  = .8 .  der  Ze i tkons tan ten  zu  charak ter is ie ren .  Be i  der  Be-
s t immung d ieser  Kenngrößen w i rd  zwar  d ie  Ees ta l t  der  be t rach te-
ten  D i f fus ionsg le ichung,  sowie  der  Anfangs-Randbed ingungen be-
r t l cks ich t ig t ,  aber  p rak t isch  werden nur  e in ige  Randvrer tp rob leme
gelö'st .  Bei der numerischen Feldanalyse wurde diesem letztge-
nannten l{eg bisher wenig Beachtung geschenkt,  In der vor l iegen-
den Arbe i t  so l l  e in  Be i t rag  dazu gebracht  werden.
Zur  Ergänzung so l l  h inzu f t ig t  werden,  daß obwoh l  d ie  numer ische
Ana lyse  e ine  der  g rundsätz l i chen theore t ischen l ' l e thoden zur  Un-
te rsuchung n ich ts ta t ionärer  Fe lder  b i lde t ,  z .Z t .  auch andere
Forschungsmethoden angenandt werden. Beim Entwurf r ' rerden z.B.
d ie  mi t  H i l fe  von RL-  oder  RC-Scha l tk re isen gebauten  Ana log-
bzw.  Hybr id fe ldana lysa toren  verwandt .
Im nächsten Abschnit t  werden auf Erund der aktuel len Li teratur
e in ige  Entw ick lungs tendenzen au f  dem Eeb ie t  der  numer ischen Ana-
lyse  n ich t= ta t ionärer  Prozesse darges te l l t .
l.?. InternatLonaler Stand der ttreoretlscl-en Forsctrrrrrgen arrf dem
Geblet der Untersuctrrrrrg dynamlsctrer Prozesse
D i e  m e i s t e n  w i s s e q s c h a f t l i c h e n  A r b e i t e n ,  d i e  s i c h  m i t  r e c h -
nergestützter Feldanalyse befassen wurden den stat ionären Pro-
b lemen gewidmet -  In  le tz te r  Ze i t  werden f t i r  d ie  parabo l ischen
Di { fe ren t ia lg le ichungen numer ische l ' l e thoden bearbe i te t ,  d ie  von
Technikern mit  großem Interesse aufgenomrnen wurden und mit  der
Entw ick lung le is tungs fäh iger  Rechentechn ik  so for t  we i te  Verbre i -
tung fanden.  Von d iesem In te resse zeugen d ie  Ze i tschr i f tenbe i -
t r ä g e ,  d i e  i n  d e n  l e t z t e n  J a h r e n  i m m e r  h ä u f i g e r  v e r ö f f e n t l i c h t
wurden,  l {egen des  begrenz ten  Umfanges der  vor l iegenden Arbe i t ,
können in  d iesem Abschn i t t  nur  e in ige  der  Be i t räge darges te l l t
w e r d e n ,  d i e  j e d o c h  d i e  V i e l f ä l t i g k e i t  d e r  i n  d e r  B e r e c h n u n g s p r a -
x is  verwandten  Ver fahren  beweisen.
D i e s e  B e i t r ä g e  k a n n  m a n  i n  d r e i  E r u p p e n  e i n t e i l e n .  D i e  e r s t e
Eruppe b i lden Arbe i ten ,  d ie  e inen theore t ischen Charak ter  haben.
Zu dieser Gruppe gehören die Arbeiten von Xrajatrrslcd t491 ,  Lore-
tcn  [6 ]  J ,  Lach E6,?7  und Sau lcdr  tBS] ,  in  der  n ich ts ta t ionäre
Randwer tp rob leme mi t  H i l fe  von Var ia t ionsver fahren  behande l t
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wurden. Koganl 8473 schlug das Kantorowitsch-Verfahren =ur Lösung
n ich t l inearer  t r fä rmele i tungsaufgaben vor .  Bbwoh l  d ie  Beze ichnung
, ,Kantorowi tsch-Ver fahren"  sugger ie ren  kann,  daß s ich  d ieses  Ver -
{ a h r e n  a u f  d e n  V a r i a t i o n s p r i n z i p i e n  g r t i n d e t ,  e r w e i s t  s i c h  d i e  i n
C47) dargestel l te l ' lethode als eine Variante der l ' lomentenrnethode'
D ie  Lösung der  Anfangswer tau fgabe mi t  H i l fe  der  am meis ten  ver -
wandten o-Flethode wurde u.a. von lxeLlson fSl '  Douglas und D1r-
, ;4; f t t  tsol ,  sowie Ldni6er t55l  untersucht.  Betrachtet wurden die
Konvergenz und Fehlerabschätzung der l ' lethode f t l r  die angenornme-
nen parameterwerte von €. Von t  in i6er t55l  und Zlana, l  t99l  wurde
d ie  S t ra teg ie  der  op t ima len  h lah l  von  I  d isku t ie r t .  D iesem Thema
wurde auch die Arbeit  t51l  von Krarrrzyle gewidmet.  sha.o u-a.-  taTf
haben zur Analyse des elektromagnetischen Feldes im Übergangszu-
stand die Boundary-Element- l lethode (BEt ' l )  angewandt.  Zur Diskre-
t i s ie rung im Ze i tbere ich  wurden zwe i  Ar ten  von D iskre t is ie rungs-
e lemente  (kons tan tes  und l ineares  E lement )  i rn  In te rva l l
( t . _ t  r t _ i  e i n g e f ü h r t .  F ü r  b e i d e  D i g k r e t i s i e r u n g s e l e m e n t e  w u r d e n
entsprechende Gle ichungssys terne  abge le i te t  und d ie  l " la t r i xkoef f  i -
z ien ten  angegeben.  D ie  l . le thode kann man f  ü r  l ineare ,  zwe id imen-
s iona le  (2D)  An{angs-Randwer tau fgaben anwenden.  D ie  Lösung w i rd
s c h r i t t w e i s e  g e w t r n n e n ,  w o b e i  e i n e  r e l a t i v  g r o 8 e  z e i t l i c h e
Schri t tweite angGlntrmrnen werden. kann. Das Verfahren wurde anhand
von zwe i  e in fachen Berechnungsbe isp ie len  i l l us t r ie r t .  Honma.  und
Tanaha. t42l haben eine modif izierte Ref.ular Bounda'ty Element
Hetl- tod. (R-BEl ' l )  vorgeschlagen. Die l" lethode weigt bedinungslose
Stab i l i tä t  und Konvergenz  zwe i te r  Ordnung au f .  Dauey ha t  in  tzB l
d ie  n ich ts ta t ionäre  h f i rbe ls t romaufgabe durch  Lösung e ines  E igen-
wer tp rob lems bet rach te t  und in  e297 d ie  F le thode der  Sch ich t impe-
danz  zur  Berechnung n ich ts ta t ionärer  Prozesse in  Anordnungen mi t
e i n e r  S c h i c h t s t r u k t u r  d a r g e s t e l l t .  A l s  B e i s p i e l e  w u r d e n  e i n e
Iei tende Hohl kugel und der FELIX-ZVI inder untersucht.  Ha.ta'  1r-  a. .
t4ol  haben neue Tinre Periodic Ftnd te Elenent HetLod (TPFEH-l ' le-
thode)  p räsent ie r t ,  r . le lche  d ie  numer ische Ana lyse  vc tn  per iod isch
z e i t a b h ä n g i g e n ,  n i c h t l i n e a r e n  D i f f u s i o n s p r o z e s s e n  g e s t a t t e t .  I m
V e r g l e i c h  z u  k o n v e n t i o n e l l e n  Z e i t d i s k r e t i s i e r u n g s m e t h s d e n ,  z . B -
der  g - l . le thode kann man re la t i v  g roße Schr i t t v re i ten  im Ze i tbe-
r e i c h  a n n e h m e n r ' o h n e  d i e  g e f o r d e r t e  R e c h e n g e n a u i g k e i t  z u  v e r l i e -
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ren .  D ie  TPFEH-F ' le thode nu tz t  d ie  "Randbed ingungen"  in  bes t immten
S c h r i t t e n  ä u s .  D a s  n i c h t l i n e a r e  P r o b l e m  w u r d e  m i t  H i . 1 f e  d e s
Newton-Raphson-Gluas i l inear is ie rungsver fahrens  ge lös t .  Dank der
Annahme großer  Schr i t twe i ten  is t  d ie  Rechenze i t  re la t i v  ger ing .
An e inem Be isp ie l  wurden d ie  TPFE-  und d ie  konvent ione l len  s tep
äy step l ' lethoden in Bezug auf die trPU-Zeit  vergl ichen. Bei
g le icher  Eenau igke i t  fo rder te  d ie  TPFEFI  e ine  6  b is  3O mal  k t l rze-
re Rechenzeit-  Die VerklJrzung der CPU-Zeit  wurde auch von
Zh i -ming  u-a-  89  77  be t rach te t .  D ie  konvent ione l le  6 -6a le rk in -
und Newton-Raphson-l ' lethode wurde in Bezug auf die Beschleunigung
des I te ra t i vsprozesses  rnod i f i z ie r t .  Besprnchen wurde d ie  Bpt i -
mierung des  e ingef i lh r ten  "Konvergenzbesch leun igungskoe{ { iz ien-
ten"  o t .  D ie  theore t ischen Bet rach tungen be t ra f fen  ax ia lsymrnet r i -
sche $} f i rbe ls t romaufgaben.  Tsubo i  t .  a .  t94 l  haben d ie  numer ische
Wirksamke i t  der  BEI ' I  und FEI ' I  an  zure id imens iona len ,  n ich ts ta t ionä-
ren  t l i rbe ls t romprob lemen ana lys ie r t .  D ie  Bet rach tungen wurden ärn
Be isp ie l  e iner  rech teck förmigen l ' l asch inennut  e r läu ter t .  Ergeb-
n isse  der  numer ischen Augwer tungen haben ?subo i  u .d -  mi t  e iner
e x a k t e n  L ö s u n g  ( s i e h e  z . B .  R o l t c z  t B O l )  v e r g l i c h e n .  U m  d i e  g l e i -
che  Rechengenau igke i t  e r re ichen =u können,  wurde be i  der  Anwen-
dung der  BE- l ' le thode d ie  Schr i t t r *e i te  von Ät= l / lAOO ts l  e r fo r -
d e r l i c h .  D i e  F E - l " l e t h o d e  e r f o r d e t e  d i e  v i e l  k l e i n e r e  S c h r i t t w e i -
te  von At= l /6000 ts l .
D i e  z w e i t e  E r u p p e  v o n  P u b l i k a t i o n e n  b i l d e n  B e i t r ä g e ,  i n  d e n e n
bekannte  Ver fahren  zur  Behand lung n ich ts ta t ionärer  Prozesse en t -
weder  p rak t isch  angewendet  oder  we i te ren tw icke l t  v ru rden.  RoL icz
tBOl  ana lys ie r te  n ich ts ta t ionäre ,  e lek t romagnet ische Prozesse in
e lek t r i schen l " lagch inen,  u .  a .  d ie  n ich ts ta t ionäre  St romverdrän-
gung in  der  F lasch inennut  versch iedenen Ouerschn i t ts .  D ie  Arbe i -
ten von Krasort tSOl und l4/ia.k t96l r*urden der numerischen Berech-
nung von zwe id imeng iona len ,  e lek tnomagnet ischen Fe ldern  im E isen
unter  Ber t l cks ich t igung der  rea len  l lagnet is ie rungskenn l in ie  ge-
w i d m e t .  I n  b e i d e n  A r h e i t e n  w u r d e  d i e  D i f f u s i o n s g l e i c h u n g  s o w o h l
i m  R a u m -  a l s  a u c h  i m  Z e i t b e r e i c h  m i t  H i l f e  d e s  D i f { e r e n z e n v e r -
f a h r e n s  g e l ö s t .  D i e  Z e i t d i s k r e t i s i e r u n g  h a t  X r a s o n  f 5 0 l  m i t  H i 1 -
fe  deg Crank-N ico lson-Ver fahrens  durchgeführ t .  l , l rak  t96 l  ha t  da-
gegen das  Rechenschema von Sau lev  im ers ten  Schr i t t  ( t=At )  und
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das Du For t -Franke l -Schema fü r  d ie  nächs ten  Schr i t te  ( t>^ t )  an-
gewandt .  Koh l4r t lber  und l+zoe l lc  t48 l  be faßten  s ich  mi t  der  n ich t -
s ta t ionären Tempera turberechnung in  Körpern  mi t  k le inen Ab-
6 e 5 s u n g e n .  D i s k u t i e r t  w u r d e n  u . a .  d i e  I n s t a b . i l i t ä t s p r o b l e m e ,  d i e
be i  k le inen Abmessungen au f t re ten  können.  A ls  Berechnungsbe i -
sp ie l  wurde d ie  F le8anordnung zur  l " lessung der  l r lä rmele i t fäh igke i t
von  Erundproben mi t te ls  der  l1e thode "de5,  he ißen Drahtes"  be-
t rach te t .  Be i  der  Ausr rer tung wurde das  i rnp l  i z i te  Rechenschema
von Euler angewandt.  Von f f{ i l  ler t70r7l  I  wurde das Übertragungs-
v e r h a l t e n  v e r t e i l t e r ,  e x p o n e n t i e l l e r  R C - S c h i c h t s t r u k t u r e n  u n t e r -
sucht .  Zur  i te ra t i ven  Lösung des  2D- ,  n ich ts ta t ionären Fe ldpro-
b lenrs  im inhomogen berandeten  Eeb ie t  wurde das  Ver fahren  der  a I -
te rn ie renden R ich tungen (ADI -Ver fahren)  angewandt .  Es  wurden
u.a .  das  Konvergenzverha l ten ,  sowie  der  E in f luB der  angenc l rn lnenen
S c h r i t t w e i t e  a u f  d i e  E e n a u i g k e i t  d e r  n u m e r i s c h e n  R e c h n u n g  d r s k u -
t i e r t .  E i n i g e  a n w e n d u n g s o r i e n t i e r t e  B e i t r ä g e  b e t r e f f e n  d i e  P r o -
b l e m e  d e s  n i c h t s t a t i o n ä r e n ,  € l e k t r o m a g n e t i s c h e n  F e l d e s  i n  e l e k -
tr ischen Haschinen. Hanl.nal<l .  und HacDona.Ld t39 l  anaLysierten ei .ne
Synchronmasch ine  mi t  e inem großen und mass iven Rotor -  Bot t tLLaut
und Raaeh t4 l  haben N i rbe ls t röme und b l i rbe ls t romver lus te  im Ro-
tor der Synchronmaschine unter Bert lcksicht igung des Statorzahnes
untersucht.  Die Anfangs-Randwertaufgabe r ' rurde zweidimensional
sr i t  Hi l fe des FE- und 8-VerfahFens behandelt .  Untersucht wurden
u.a .  d ie  Ersche inungen,  d ie  ia r  Sät t igungszus tand au f t re ten t
wobe i  d ie  n ich t l ineare  Aufgabe mi t  H i l fe  des  Newton-Raphson-Ver -
fahrens getöst wurde- Slva und Zäcu tB6l analysierten das Zeit-
verhalten des Stromes in den Flaschinennuten verschiedenen Gluer-
schn i t ts .  Untersucht  wurde u .a .  d ie  Nut  e ines  Doppe lkä+ igmotors t
wobe i  d ie  Anfangs-Randwer tau{gabe l inear  und zwe id imens iona l  mi t
H i l fe  der  BE- l ' le thode (s iehe auch tBT l )  behande l t  wurde.  In  der
Arbe i t  E79-7  ha t  Renyuan das  E indr ingen des  e lek t romagnet ischen
Fe ldes  in  e inen REP| ' l -Synchrongenera tor  ana lys ie r t .  A l  Zen u .  a .
t l l  be t rach te ten  das  dynan ische Verha l ten  der  induz ie r ten  t { i r -
be ls t r i5 rne  in  e in fachen Anordnungen der  NDT-Techn ik .  Be i  der  zer -
s tö rungs f  re ien  F ' la te r ia lp r iJ f  ung (NonDest ruc  t  rue  TesLtn6)  w i rd  d ie
Sys temantwor t  au f  Er regungen versch iedener  Ar t  ana lys ie r t .  I rn
besonderen werden le i t fäh igen Proben mi t te ls  per iod ischer  (am
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meis ten  e ine  Impu lssequenz)  oder  sprungförn iger  Er regers rgna le
getes te t .  Untersucht  wurden zwe i  ax ia lsy rnmet r ische Anordnungen '
B e i  d e r  p e r i o d i s c h e n  E r r e g u n g  w u r d e  d i e  T e s t f u n k t i o n  i n  e i n e
F o u r i e r - R e i h e  e n t w i c k e l t  u n d  d a n n  f t J r  j e d e  H a r m o n i s c h e  m i t  H i ' I f e
des  FE- t /e r fahrens  d ie  s ta t ionäre ,  komple :<e  He l rnho l tz -D i f fe ren-
t ia lg le ichung ge lös t .  ü r le i l  dag  Prob le rn  I inear  be t rach te t  wurde.
werden sch l ieß1 ich  d ie  f requenzabhäng igen Poten t ia lv re r te  A to l
nach dem Superpos i t ionpr inz ip  au*summier t .  Der  Nachte i l  des
vorgesch lagenen Ver fahrens  bes teh t  dar in ,  daß f t i r  we i te re  Har rno-
n i s c h e ,  w e g e n  i m m e r  k l e i n e r e r  E i n d r i n g t i e f e ,  d a s  D i s k r e t i s i e -
rungsnet=  in  le i tenden 6eb ie ten  ver fe iner t  werden muß {ALLen
u . d -  t l l  b e t r a c h t e t e n  d i e  e r s t e n  n e u n  6 l i e d e r  d e r  F s u r i e r - R e r -
h e ) .  A l s  V o r t e i l  k a n n  { n a n  d a g e g e n  d i e  r e l a t i v  e i n { a c h e  D u r c h f ü h -
rung der  numer ischen Auswer tungen nennen-  Im Fa l l ,  daß a ls  Tes t -
s igna l  der  E inhe i tssprung vorausgeset= t  t ' l u rde ,  haben ALLen u 'c t '
t l l  d ie  Sprungantwor t  des  Sys tems mi t  H i l fe  des  FE-Ver fahrens
gewonnen.  wobe i  d ie  Anf  angswer tau f  gabe rn i t te ls  e ines  i rnp l  i : r ten
schemas ge tös t  wurde.  Fur  jeden schr i t t  wurde am entsprechenden
6 le ichungssys tem d ie  Eaussche E l im ina t ion  angewandt .
D ie  in  den oben besprochenen Be i t rägen behande l ten  n ich ts ta -
t ionären e lek t romagnet ischen Prozegse wurden von typ ischen
St rom-  bzw.  Spannungs-Er regungsf11nk t ionen verursacht '  E ine
n i c h t s t a t i o n ä r e  W i r h e l s t r o m a u f g a b e  t r i t t  a u c h  i n  s o l c h e n  F ä l l e n
auf ,  in  denen d ie  g le ichs t ro rndurch{ lossene Anordnung beweg l iche
le i tende E lemente  en thä l t ,  wobe i  d ie  Anregung (Versch iebung oder
$ e s c h w i n d i g k e i t )  s o w o h l  p e r i o d i s c h ,  a l s  a u c h  s p r u n g h a f t  s e l n
kann.  D iesem Thema wurde d ie  Arbe i t  t?41 vsn  Bur ias  u '  a '  gewid-
met .  Es  wurde e in  Ver fahren  vorgesch lagen,  we lches  d ie  Ana lyse
von b l i rbe ls t romprozessen ges ta t te t ,  d ie  durch  per iod isch  beweg-
l i che  le i tende Te i le  verursacht  werden.  Vorausgesetz t  wurde
e i n e  r e l a t i v  k l e i n e  V e r s c h i e b u n g  d e s  b e w e g l i c h e n  E l e m e n t g -  I n
d e r  e n t s p r e c h e n d e n  D i f f u s i o n s g l e i c h u n g  w u r d e  z w ä r  k e i n e  l i n e a r e
Eeschwind igke i t  a r  benutz t ,  aber  d ie  Bewegung wurde dank  der  An-
w e n d u n g  d e s  s c h r i t t w e i s e  k o r r i g i e r t e n  b e w e g l i c h e n  D i s k r e t i s i e -
rungsnet=es  ber iJcks ich t ig t .  A ls  Berechungsbe isp ie l  wurde das  rna-
themati  sche l , lodel I  ei  nes Lautsprechers betrachtet.  Zwei von
6 le ichs t ro rn  durch f logsene Spu len  xurden-koax ia l  au f  e inem Kern
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a n g e o r d n e t .  D e r  b e w e g l r c h e  T e i l  d e r  A n o r d n u n g  b i l d e t  e i n  K u p f e r -
r i n g .  d e r e n  z e i t a b h ä n g i g e ,  r ä u r n l  i c h e  L a g e  d u r c h  d i e  F u n l < t : . o n
e=z s in<ot  bes t immt  wurde.  Zur  Lösung der  a :< ia lsymmet r igchen Auf  -o
gabe hat Buricrs tr .  c, .  das FE-Verf ahren mi. t  den Dreiecl : :selementen
zwei te r  Ordnung angewandt .  D ie  Anfangswer tau fgabe wurde nach e i -
nem i  mp1 i  = i  ten Scherna gel öst.  Obt^rohl dag o. g.  Probl em I r .  near
behande l t  wurde,  e rnp f  ie l t  Bu . r ia .s  u -  a .  das  darges te l  I te  Ver f  ahren
a u c h  z u r  B e h a n d l u n g  v o n  n i c h t l i n e a r e n  A u f g a b e n .
I n  d e r  l e t z t e r  Z e i t  w e r d e n  e i n i g e  B e i t r ä g e  d e n  n i c h t s t a t i o n ä -
ren  gekoppe l ten  Fe ldern  gewidmet  -  Massb w.  cL .  t63 l  haben ru rn
B e i s p i e l  d i e  i n  S y s t e m e n  d e r  i n d u k t i v e n  E r w ä r m u n g  a u f t r e t e n d e n
P r o b l e r n e n  b e s p r o c h e n  u n d  d i e  A n w e n d u n g s m ö g l i c h l < e i t  d e s  k l a s s i -
s c h e n  F E - V e r f a h r e n s  a n a l y s i e r t .  F ü r  d i e  n u m e r i s c h e  A n a l y s e  d e r
ge l<oppe l  ten  e l  ek t romagnet i  schen und Tempera tur f  e l  der  i  rn  magnet i  -
schen Umwand lungspunkt  (Cur ie -Punkt )  empf  ie l t -  Hassb u .  d -  = t .a t t
deE re i  tau f  wend i  gen Newton-Raphson-Gluas i  I  i  near i  s i  e r r - rngsver f  sh-
renss  zur  n ich t l  inearen Auf  gabe d ie  neue Pred ic t to r l - -Cor rec  L io t t - -
- f" tethode (FC-Hethode) sn=uwenden. Ga.rg v.  a- t34 l  haben rnäqne-
t i s c h  u n d  t h e r m i s c h  g e k o p p e l t e  F e l d e r  i n  e i n e r n  s t r s r n d u r c h f l o s s p -
n e n .  i n f i n i t e n  i n h o m o g e n e n  Z y l i n d e r  u n d  i r n  F : o t o r  e i n e r  I n d u k -
t i  onsnasch i  ne  un tersucht .
A l s  a n u r e n d u n g s o r i e n t i e r t e  w i s s e n g c h a f t l i c h e  A r b e i t e n  k a n n  m a n
v i e l e  w e i t e r e  B e i t r ä g e  n e n n e n .  Z u  d i e s e r  E r u p p e  g e h ö r e n  e . B .  d i e
Arbe i ten  von Tandan u .  a .  t91 l  ,  CoLLard  und Decatp igny  t?61,
Leona.rd und Rodger t541, sowie But Ler und Cendes t251.
D i e  d r i t t e  G r u p p e  v o n  A r b e i t e n  b i l d e n  B e i t r ä g e ,  i n  d e n e n  S o f t -
warepakete  zur  rechnerges tü t= ten  Fe ldana lyse  besprochen werden.
Ein überbl ick von Prograrnrnen hat Tortschanof f  in t93l  darge-
stel l t .  Ern^son und Trovtbr idge t33l empfehlen das in Ruthef ord
App le ton  Labora tory  (UK)  bearbe i te te  Paket  VECTOR (erwe i te r te
Fassung des kornmerziel len Paketes CARHENI .  Hatsuol<a. und Kameari
t64l  präsent ieren das FEH-BE!"|  ausgenutzte Sof twarepaket ATSUHI
( F l i t s u b i s h i  A t o m i c  P o w e r  I n d u s t r i e s ,  I n c .  )  f ü r  3 D - W i r b e l s t r o m -
prob le roe .  WeiL t  u .  a .  t?51 haben e in  P t r -kompat ib les  Computerpro-
gra ,nm zur  ?D-  und 3D-Ana lyse  des  s ta t i schen und dynamigchen Ver -
ha l tens  von E le l : t rsmagneten  vorges te l l t .  Das  Prograrnrn  wendet  das
FE-  und Runge-Kut ta -Ver fahren  an .  Das  Sof twarepaket  AZI I ' l l JT  (Un i -
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vers i tä t  L iege)  wurde von Legros  u-c l ' .  t53 l  darges te l l t .  Es  ge-
s ta t te t  d ie  numer ische Auswer tung von 2D e lek t romagnet ischen
Fe ldern  und von au f  beweg l iche  le i tende Te i le  w i rkende Krä f te .
An der TU Szczecin wurde für Großrechner t0dra l305./Betr iebssys-
tem: 6EOR6E 3, sor.r ie die Cornputer der ESER-Reihe/Betr iebssystem:
OS) das paket 9NHAP u- 2. O (siehe Grama und ZiAthorrrs)cl t37) ) be-
arbe i te t .  Das  Paket  ges ta t te t ,  e ine  bre i te  K lasse von ZD-Aufga-
ben der  techn ischen E lek t rodynamik  zu  lösen.  Es  kann au f  f lach-
p a r a l l e l e  u n d  a x i a l s y r n r n e t r i s c h e ,  l i n e a r e  u n d  n i c h t l i n e a r e ,  s t a -
t ionäre  und n ich ts ta t ionäre  Fe ldprob leme angewendet  werden.  Für
einen 1C/XT/AT-kompatiblen Rechner ist  die Fassung SONHAPmrkro
entw icke l t  worden.
In  d iesern  Abschn i t t  wurden haupts l i ch l i ch  d ie jen igen Verö f fen-
t l i chungen besprochen,  d ie  rn i t  der  Unterguchung des  dynamischen
Verha l tens  im Ze i tbere ich  verbunden s ind .  Andere  Arhe i ten ,  we l -
che der  Ana lyse  dynamischer  Frozesse gewidmet  wurden,  werden im
wei te ren  d i rek t  im Tex t  angegeben-
1.3. Gegenstand der Arbelt; Formrllerrrrrg der Aufgabenstellung
6egenstand der  vor l iegenden Arbe i t  i s t  d ie  Ana lyse  von n ich t -
stat ionären elektromagnetischen und lr färmepro=essen mit  Hi l f  e
numerischer Hethoden zur Lösung von Randwertaufgaben. Die Feld-
ana lyse  w i rd  un ter  der  Vorausset=ung I inearer  l " la te r ia le igen-
schaf ten durchgef lJhrt-
Ausgangspunkt  der  theore t ischen Bet rach tungen is t  d ie  Dar -
s t e l l u n g  d e s  n i c h t s t a t i o n ä r e n  P r o b l e m s  i n  F o r m  e i n e r  r n i t  H i l f e
der  D i f fus ionsg le ichung bes t imrn ten  Anfangs-Randwer tau fgabe-  Ee i
den numer ischen Untersuchungen n ich ts ta t ionärer  Fe lder  w i rd  in
d ieser  Arbe i t  u .a .  d ie  Frequenzana lyse  und d ie  F le thode der
mi t t le ren  Ze i tkons tan te  angewandt .  Es  w i rd  e in  e rwe i te r tes  Kon-
zept  der  t ' l e thode der  mi t t le ren  Ze i tkons tan te  ausgenutz t '  we lches
Ze i tan twor ten  von angenommenen,  vere in fach ten  Über t ragungse le-
menten verwendet,  wobei die Parameter dieser Elernente vom Ort
a b h ä n g i g e  F u n k t i o n e n  s i n d .  W i e  i m  K a p i t e l  5  g e z e i g t  w i r d ,  w u r d e
b isher  d ie  l " le thode der  mi t t le ren  Ze i tkons tan te  nur  in  Verb indung
mi t  e in igen ana ly t i schen Ver fahren  angewandt .  Dem Ver fässer  s ind
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a u c h  k e i n e  w i s s e n s c h a f t l i c h e  A r b e i t e n  b e k a n n t ,  w e l c h e  d e r  n u r n e -
r i . schen Best i rnmung von Parametern  der  über t ragungsfunk t ionen be i
n r c h t s t a t i o n ä r e n  F e l d a u f g a b e n  g e w i d r n e t  w u r d e n .  Z i e l  d e r  A r b e i t
i s t  d i e  B e h a n d l u n g  d i e s e r  o f { e n e n  F r o b l e r n e  u n d  d i e  D a r s t e l } u n g
neuer  numer i  scher  Untersuchungsmethoden.
Es  werden fo tgende mi t  dem Gegenstand der  Arbe i t  verbundene
H a u p t a u f g a b e n  g e s t e l  l t :
1 .  Bearbe i tung von A lgor i thmen zur  numer ischen Begt i rn rnung der
m i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e  v o n  D i f f u s i o n s p r o r e s s e n ;
7 .  Bearbe i tung von A lgor i th rnen =ur  numer igchen Best i in .nung von
o r t s a b h ä n g i g e n  K e n n g r ö ß e n  v e r e i n f a c h t e r  ü b e r t r a g u n g s m e d e l l e
v o n  A n o r d n u n g e n  m i t  v e r t e i l t e n  F a r a m e t e r i
3 .  Umfassende nurner ische Ana lyse  der  e lek t romagnet ischen Prs-
resse im Ze i t -  und Frequenzbere ich ,  sor . roh l  f  ü r  räurn l  i rh  he-
g r e n = t e  a l s  a u c h  f ü r  r ä u r n l i c h  o { f e n e  A n f a n g s - R a n d w e r t p r o -
b l  e m e ;
4 .  Nachprü fung der  Konvergenz  und Abschätzung der  Rechengenau ig-
k e i t  v o n  b e a r b e i t e t e n  A l g o r i t h i n e n  d u r c h  d e n  V e r g l e i c h  m i t  ä u g
d e r  L i t e r a t u r  b e k a n n t e n  E r g e b n i s s e n :
5 .  Verg l  e i  ch  der  n l l {ner i  schen Lösung rn i  t  e i  n i  gen l ' l eßergebn i  ssen.
E s  i s t  n i c h t  Z i e l  d i e s e r  A r b e i t ,  b e s t i r n r n t e  p r a k t i s c h e  I n g e -
n ieurprob le rne  =u Iösen. .  sondern  e in ige  Ver f  ahren  der  nurner igchen
H a t h e r n a t i k  w e i t e r z u e n t w i c k e l n  u n d  f ü r  d e n  B e d a r f  d e r  t h e o r e t i -
s c h e n  E l e l : t r o t e c h n i k  z r - t  a d a p t i e r e n .  D i e  S c h w e r p u n k t e  d e r  v o r l i e -
g e n d e n  A r b e i t  l i e g e n  d e g h a l b  i n  d e n  A u f g a b e n  1 .  b i s  3 . .  w e l c h e
m i t  d e r  B e a r b e i t u n g  n E l r e r  H e t h o d e n  v e r b u n d e n  s i n d .  D i e  A u f g a b e n
4 .  u n d  5 .  = p i e l e n  e i n e  H i l f s r o l l e ,  d i e  j e d o c h  d i e  B e u r t e i l u n g
d e r  W i r k g a m k e i t  d e r  v o r g e s c h l a g e n e n  A l g o r i t h r n e n  g e s t a t t e n .
D i e  H e h r = a h l  d e r  n u m e r i s c h e n  B e r e c h n u n g e n ,  d i e  m i t  d e r  v o r l i e -
g e n d e n  A r b e i t  v e r b u n d e n  s i n d .  w u r d e n  a r n  I n s t i . t u t  f  ü r  E l e k t r o n i k
u n d  I n f o r r n a t i l . . :  d e r  T U  S z c e e c i n  d u r c h g e f ü h r t .  E i n i g e  n u m e r i s c h e
Frob leme wut rden vorn  Ver fassEr  während deg Forschungsaufen tha l tes
arn  Ins t i tu t  f  ü r  F la thernat ische F lasch inen (h fa rschau)  ge lös t .
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Z. DIFFER.ENTTALGLEICHT'HGEN
ELEKTROTECHXIK
NTCHTSTATIONAR.ER FELDER r N DER
2.1. Al lgetrel-nes
Sta t ionäre  und besonders  n ich ts ta t ionäre  Prozesse '  d ie  in
techn ischen An lagen au f t re ten ,  haben in  der  Rege l  e inen kompl i -
a ie r ten  Charak ter .  5 ie  s ind  von v ie len  Fak toren t  versch iedenen
Ersche inungen,  S törungen u-s .h r .  bee in f luß t .  Be i  theore t ischen '
manchmal  auch exper imente l len  Untersuchungen der  Prozesse l  i s t
o f t  d i e  B e r ü c k s i c h t i g u n g  a l l e r  d i e s e r  E r s c h e i n u n g e n  n i c h t  m ö g -
l i c h .  E s  i s t  n o t w e n d i g ,  e i n  a d ä q u a n t e s  m a t h e m a t i s c h e s  H o d e l l
anzunehmen,  we lches  d ie  mi t  dem Untersuchungsz ie l  verbundenen
Auf  gaben er f  ü l  len  w i rd .  Be im Gesta l ten  des  l " ' l ode l  l s  werden e in i -
ge  zu}ägs ige  Vere in fachungen angeno{nmEn.  Ausgangspunkt  be i  den
theore t ischen Untersuchungen dynarn igcher  Fro :esse is t  d ie  For rnu-
I i e r u n g  v o n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  b z w .  D i f { e r e n t i a l q l e i c h u n g s -
sys temen,  sowie  der  =ugehör igen Anfangs  und Randbed ingungen.  D ie
6leichungen betref {en das angeno,nnene l ' lode-l I  und t*erden mlt telg
e i n i g e r  m a t h e m a t i s c h e r  ( m e i g t e n s  n u r n e r i s c h e r )  H e t h o d e n  g e l ö s t .
D ie  Berechnungsrnethoden so l len  den Konvergenz-  und Genau igke i ts -
bed ingungen en tsprechen.  Ergebn isse  der  numer ischen Auswer tungen
s i n d  m i t  e i n e r r  g e w i s s e n  F e h l e r  b e h a f t e t .  D e r  F e h l e r  k a n n  e i n e r -
se i tg  mi t  dem angenäher ten  Charak ter  des  nu iner ischen Ver fahreng
verbunden werden und anderseits wird er durch die vorausgesetz-
ten Vereinfachungen verui-sacht.  Deshalb mu8 rnan in der Untersu-
chungsprax is  d iese  theore t isch  gewonnenen Ergebn isse  nur  a ls
, ,e rs te  Näherung"  be t räch ten .  D ie  en tgü l t ige  Ver i f i z ie runq der
theoret ischen Untersuchungen bi ldet das l ' leßexperiment.
In  d iesenr  Kap i te l  werden d ie  D i f fe ren t ia lg le ichungen fo rmu-
l ie r t ,  we lche das  e lek t romagnet ische Fe ld  im Übergangszus tand
und d ie  n ich ts ta t ionäre  t {ä r rne le i tung beschre iben.  Das  n ich ts ta -
t ionäre  e lek t romagnet ische und Tempera tur fe ld  gehören zu  den
P r o z e s s e n ,  d i e  i n  d e r  E l e k t r o t e c h n i k  e i n e  w e s e n t l i c h e  R o l l e
s p i ' e l e n .  A u f  v i e l e n  6 e b i e t e n  d e r  E l e k t r o t e c h n i k t  z .  B .  b e i
e l e k t r i s c h e n  F l a s c h i n e n ,  d e r  E l e k t r o w ä r m e  u . a . ,  s i n d  d i e  l a n g s a m
veränder l i chen Fe lder  von besonderer  Bedeutung.  Be i  d iesen FeI -
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dern  s ind  d ie  Versch iebungss t röme und d ie  Wel lenersche inungen zu
vernach läss igen.  D iese  quas is ta t ionären e lek t romagnet ischen Fe l -
der  und d ie  n ich ts ta t ionären h färmefe lder  s ind  mi t  H i l fe  von par -
t i e l l e n  p a r a b o l i s c h e n  D i f f e r e n t i a t g l e i c h u n g e n  b e s c h r e i b b a r  u n d
gehören zur  K lasse von D i f fus lonsvorgängen.
?.e. Das elektronragnet ische FeId
Zei t l  i  ch veränderl  i  che el  ektr i  sche und rnagnet i  sche Fel der Lln-
te r l iegen phys ika l i schen Gesetzen,  d ie  durch  e in  Sys tem von
6 le ichungen beschr ieben werden,  d ie  a ls  l " laxwe l  l sche 6 le ichungen
b e k a n n t  s i n d .  A u s  d e n  b e i d e n  g r u n d l e g e n d e n  E l e i c h u n g e n  f o l g t  d i e
Kont i  nui  tätsg I  ei  chung
r o t H = J * f f ,
r o t E = - #
d i v J * ä t t v r ) = o
-rot rotE = HTY * u"u"? -
at Etn
( 2 .  1 )
( 7 . 2 )
( ? . 3 )
( 2 . 6 )
( ? .  a )
( ? . 9 )
i  nhomogenen
Außerdern  S i l t  das  6eset=  der  G lue l len f re ihe i t  der  magnet ischen
I n d u k t i  o n
d i v B  =  O ( 7 . 4 >
Z w i s c h e n  d e n  V e k t o r g r ö ß e n  B r D r E r H  u n d  J  g e l t e n  d i e  m a t e r i a l a b -
häng ige  Bez iehungen ( f  ü r  I  ineare ,  i so t rope l ' l a te r ia l  ien)
D =  cE,  B  =  ; . rH ,  t  =  yE .  {? .5 )
D ie  e inze lnen Prob lemgruppen werden durch  Sys teme von par t ie -
l l e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  b e s c h r i e b e n .  A u s  d e n  6 l n  ( 2 - 1 - ? . 2 ,
u n d  d e n  B e z i e h u n g e n  ( 2 . 5 )  e r g i b t  s i c h
I n  r a u m l a d u n g s f r e i e n  G e b i e t e n  ( p  =  O )  g i l t  d i v l l  =  O ,  d . h .
d i v ( c E ) = a d i v E + E g r a d e = O .  ( 2 . 7 1
A u s  d e n  6 l n  ( ? . 6 - 7 . 7 >  u n d  d e r  l d e n t i t ä t
ro t  ro tE  =  grad  d ivE -  ÄE
f o l g t  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g
E AE AZE^Errrrrrrrrrrrrrr   + g ad(l grade, - ,tf-* p"# ,
welche e in  Vek tor  der  e lek t r igchen Fe lds tärke  G in
?o
6eb ie ten  beschre ib t .
Der Vektor der magnetischen
Gle ichung
F e l d s t ä r k e  e r f ü l 1 t  d i e  a n a l o g e
Ätl + srad tf; eradtl
Betrachtet man dag elektromagnetische
g e h e n  d i e  E l n  ( 2 . 9 - 2 . 1 0 )  i n  f o l g e n d e
= pyY  *  , "u " !  .  (? . l o )
et atz
Feld im homogenen Raurnt so
über .  Be i  ze i t l i ch  langsam veränder l i chen Fe ldern ,  sowie  be i
e lek t romagnet ischen Fe ldern  in  le i tenden l ' l ed ien  kann man d ie
Versch iebungss t romdich te  i rD /At  im Verhä l tn is  Eur  Le i tungss t rom-
d ich te  I  vernach läss igen.  Dami t  e rgeben s ich  d ie  Beschre ibungs-
g le ichungen des  quas is ta t i snären Fe ldes  zu
ÄE = pr\ * ,"u"j ,
fü ät-
Ar = pr\ * ,"u"! ,
at at'
Ä E =  p y g ,
at
ÄrJ = pr! -
at
( 2 .  1 1 )
( ? . 1 2 >
( 2 .  1 3 )
( 2 .  t 4 )
rotE = - k rotA
E - - # - B r a d V * '
wobe i  A  -  das  rnagnet ische Vektorpo ten t ia l  und V= -  das  e lek t r i -
s c h e  S k a l a r p o t e n t i a l  i s t .  F l i t  J  =  J .  *  J * ,  w o b e i  t =  d i e  e i n q e -
präg te  St romdich te  der  Er regung und J*  d ie  $J i rbe ls t romdich te  be-
deuten ,  e rhä l t  man
ro tH = J  = yE = -  fa# *  grad Vr)  = J= *  J*
r i A
rot (a rotA) - - y# * J,
Die  Ana lyse  kann sehr  o f t  durch  d ie  E in führung vcrn  H i l f svek tor
-Poten t ia l funk t ionen be t räch t l  i ch  e r le ich ter t  werden.  Im quas i -
stat ionären Fal l  erhält  tnan unter der Annahme B = rotA und
d i v A  =  O  a u s  E l .  ( ? . 2 )
u n d  s c h l i e ß l i c h
t 2 .  1 5 )
( ? .  1 6 )
( 2 .  L 7 l
( 2 .  l B )
und
2t
l. l it der Annahme
torpo ten t ia l  und
hält  man aus der
l l  =  T  -  g rad  V* r  nobe i  T  -  das  e lek t r i sche Vek-
Vm -  das  magnet ische Ska larpo ten t ia l  s ind ,  EF-
ers ten  l " laxwe l lschen 6 le ichung
J = rot (T -  grad V*) = rotT ( 2 . 1 9 )
Han kann bemerken,  da8 durch  d ie  Bez iehung d iv ro tT  =  O,  d ie
O u e l l e n f r e i h e i t  d e r  S t r o m d i c h t e  g e s i c h e r t  i s t '  D a g  e l e k t r i s c h e
Vektorpo ten t ia l  T  ges ta t te t ,  Au fgaben der  Fe ldver te i lung  1n
stromdurchf lossenen 6ebieten zu lösen. Die Ströme können sowcrhl
durch externe elektrornotor ische Kräfte (Et ' lK) erregt,  als auch
durch  ze i t l i ch  veränder l i che  Fe lder  induz ie r t  werden.
Aus der  Bed ingung der  Oue l len f re ihe i t  der  rnagnet ischen Induk-
t ion  (2 .4 )  e rhä l t  e ian  d ie  Bes t immungsg le ichung f t l r  das  magnet i -
sche Ska larpo ten t ia l
d i v E p r ( T - g r a d V m ) l = Q .  t 2 ' 2 O '
Aus der  zwe i ten  l . laxwe l  l schen Gle ichung erg ib t  s ich  gch l  ieB l  i ch
rot t| rotT) = - ft'trrY
Das e lek t r i sche Vektorpo ten t ia l  kann
gung und h f i rbe lg t rö rne)  au fspa l ten
-  p r g r a d  V * )  -  ( 2 . 2 1 t .
rnan in  zwe i  Ante i le  (Er re -
(? .  j 2 ,
wobe i  ro tT .  =  J=  und ro tT*  =  J r .  D ie  be iden Vektorpo ten t ia le  T=
und T  s ind  n ich t  e indeut ig  bes t imur t  und man kann noch den 6ra-
w
d i e n t  e i n e s  s k a l a r e n  P o t e n t i a l s  h i n z u a d d i e r e n .  E s  i s t  n u n  s i n n -
vo l l ,  d iesen Ante i l  be i  T*  so  vorzugeben,  daß außerha lb  des  h f i r -
be ls t rombere iches  T*  verschwindet .  Im Bere ich  ohne h l i rbe ls t röme
e r h ä I t  m a n  m i t  T ,  =  o  f o l g e n d e  E l e i c h u n g  f ü r  e i n  u n b e k a n n t e s
magnet isches  Ska larPoten t ia l  V ,
d i v ( p r g r a d  V r ,  =  d i v ( P r T * )  ( 2 . 2 5 )
und dann d ie  magnet ische Fe lds tärke  H =  T=-  g radV* .  I rn  h f i rbe l -
s t r o m b e r e i c h  m u B  j e d o c h  d i e  6 1 .  ( 2 . 2 f )  f ü r  d a s  e l e k t r i s c h e  V e k -
to rpo ten t ia l  ge lös t  werden.
Da das  Vek torpo ten t ia l  T=  d ie  Er regers t rö rn= J=  =  ro tT .  be-
schre ib t ,  kann es  re la t i v  e in fach  t iber  das  Durch f lu tungsgesetz
ermi t te l t  werden.
T = T  + T  r
e w
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2. 3. Nichtstat ionäre Wärmel.ei t t rng
Die hJärme l : .ä-f i r -r  danl:  "rer=chiedener- Er=rhei i lL inqEn i jbertr-auen
werden.  In  f  es ten  Hörpern ,  äber  a i :ch  in  ruhenden F lüssrg l : :Er - t -En
und ruhenden Gasen,  r r i rd  d ie  ther rn ische Energre  in f  , : lge  a f -c ina- r=r
u n d  i n r : } e h : L r i ä r e r  t r l e c h s e l H i r l : u n g  u n t e r  d e m  E i n f l u l l  e i n e r  u n g l e r c h -
f  ö rmigen Tempera turver te i  lung  t ranspor t ie r t .  D iege Ar t -  der  h lä r r -
meüber t r€ -gung w i rd  b fä rmele i tung genannt .
Das vsn  Four ie r  f  s r rnu l ie r te  Grundge=etz  der  b iä r rne le i tung leu-
te t .  daß d ie  b fä r ine=t rs rnd ich te  {der  b lä r rne f  Iuß  )  dem Ternpera turgrä-
d i e n t e n  p r o p o r t i a n a l  u n d  e n t q e g e n g e s e t = t  g e r i c h t - e t  r s f - -  D a s  5 e -
s e t =  i = t  d u r c h  d i e  B e = i e h u n q
Q = - , \grad T
b e = t i r n i n t .  D e r  F r a p o r t i o n a l  i t ä t s f  a l : t a r  L  h e i ß t  h l ä r n e i e r t f  ä h r q l : : e r t
{ i n n e r e  b l ä r - r n e l e i t f  ä h i g l . e i t }  d e r  S u b s t - e n =  u n d  i = t  i i r r  a i  } g e m e i n e n
ternpera t -u r -  l ind  druc i : ;bhäng i  g .
Ee i  der  Ab l  e i .  tung  der  a i  l  ge iner  nen bJär rne l  e i  i - {nqsq i  = r  =hung
tD i f fe rer - r f - r .ä Ig te ichung vür l  F i : r - r r i ,= r )  s r r rd  vgr - r .L l=ge=et : t ,  da lJ  d ; .=
l" tedi  unr weder Fha=en- ncch cherni  schen Urni+and i r-rngen uni.=r L r  =ct .
Für  ErnEn mi t  der  Hu i  L f  Lä=h= I -  e -bg==ch i==.=en '=n  F :a . l i r r r  O i : ;nn  l r l ; r i
d i  e  b lä rmel  e i  = tung=b i  l  sn= =  i  ehen
_ P  + F  
.
2 S
f ' :  - : = :
w o b e i  F  -  d i e  e n t s t e h = n d e ,  F  -  d i e  a u f g e = p e r ; h = r t =  r n d  F
t 2 - 3
-  d i . e  s . u s t r e t e n d =  h f ä r r n e l e i = t u n t r  b e d = u t e n .  D r =  B r i a n :  q l i f -  f ü r
jeden Ze i  tpun l= : t  t  .
D ie  Le is tung F .  i= t  in i t  dern  Vorha.ndense in  von i .nneren b lä r rne-
que l  Ien  verbundsn,  wnbs i  d ie  t ' Jä r rne  äLrE vsr -= ,=h ieden=n Energ ie* r -
t e n .  z . E .  e l e l : t r i s c h e r  E n e r g i e  e n t = t e h g n  l : . - i . F r r r .  D r e  E r g i e b i . g k = i - , -
d i e s e r  C l u e l  l e n  h e = t i r r i n t  d i e  L e i = t u n _ u s d i c h t e  e _ .  d i =  r r e i = t e n =
e i . n e  c r - f - = -  u n d  = e i f - e b h ä n g i q e  F u n l ' : t i n n  d a r = t e l  L t -  D i e  L e r = t r : n g  F n
l renn da$ i t  u r ie  f  o lg t  e .ngegeben nerden
F  = f  q d Ot o v
Di e auf ge=pei cherte tdärrnel ei  gf-ung F, i  =t  rni  t -  der- Ternperetur-
s t - e i g e r u n g  F r t :  Z e i t e i . n h e i t  A T / A L  d u r c h  d i e  B e = i e h u n g
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p- = "r  c p*n 17.?7)
= r ) P " ' L
verbunden.  Dabe i  i s t  c "  -  d ie  spez i * ische h lä rme be i  kons tan tem
Druck  und p  -  d ie  D ich te  des  Körpers .
E in  Te i l  der  b fä rmemenge t r i t t  durch  d ie  Hu l l f  läche I -  des  Rau-
mes nach au8en. Wenn S die Stromdichte der austretenden l*ärme
is t ,  dann is t  d ie  Le is tung P"  durch  d ie  Bez iehung
P o = 3 q d 8
- F
best immt. Setzt man die hfärmestromdichte (2-24,
12 .2A> e in ,  so  erg ib t  s ich
P" = - J )"grad r 'ds;
F
Nach der Anwendung des Gausschen Satzes auf das
gra l ,  kann man d ie  ! ' l ä r rne te is tungsb i lan= (? .73 ,  w ie
I i  eren
- f  q . . d o  =  - f  t r p #  -  d i v ( L g r a d  T ) l d O  .  ( r . 3 Ö )
o v o
Daraus  e rg ib t  s i ch  d ie  D i { fe ren t i a lg le i chung  de r  Wärme le i t ung
d i v ( t r g r a d  T i  *  e , ,  -  c " c f f  :  o '
{2 .24 '
i n  das  In teg ra l
( 2 . ? 9 '   )
l e t z t e  I n t e -
fo lg t  fo rmu-
( " .  i 1 )
w e l c h e  d a s  n i c h t s t a t i o n ä r e  T e m p e r a t u r * e l d  u n t e r  B e r ü c k s i c h t r -
gung des  Vsrhandense in  von inneren b lä r rneque l len  beschre ib t .
e1
3. ZI'|R CHARAKTERTSXERUNG DYNAI{ISCHER PROzESSE
3. 1" Systere nit konzentrLerten rrrd werteilten Paranet-ern
Sys teme in  denen ke ine  Or tsabhäng igke i t  der  Var iab len  (Parame-
te rn)  vorhanden is t ,  beze ichnet  man a ls  Sys teme mi t  kon=ent r ie r -
ten Eigenschaften oder konzenrierten Parametern. Das dynamische
Verha l ten  d ieser  Sys temen w i rd  rn i t  H i l fe  von gewöhn l ichen D i f  fe -
rent i  al  gl  ei  chungen oder Di f  f  erent i  al  gl  ei  chungssystemen beschri  e-
ben. Der mathematische Zusammenhang zwischen Ursache und bf i rkung
mu8 n ich t  an  jedem Or t  g le ich  se in .  In  d iesem Fa l l  spr ich t  rnan
von vertei l ten Eigenschaften des Systems oder vom System mit
ver te i l ten  Parametern .  Prozesge,  d ie  in  so lchen Sys temen auf -
t r e t e n n  s i n d  z e i t -  u n d  o r t s a b h ä n g i g  u n d  m i t  p a r t i e l l e n  D i f f e -
ren t ia lg le ichungen oder  D i f fe ren t ia lg le ichungssys temen be-
schre ibbar .  In  den e inze lnen Raumpunkten  P kann män jedoch das
dynamische Verha l ten  des  Sys terns  mi t  ver te i l ten  Parametern  mi t
Hi I  f  e ähnl i  cher i lethoden charakter i  s i  eren, wi e f  i } r  Systerne rni  t
konzent r ie r ten  Parametern .  F t l r  das  l ineare  Sys tem kann rnan = .8 .
d i e  o r t s a b h ä n g i g e  ü b e r t r a g u n g s f u n k t i o n  K ( P r s ) ,  V e r z ö g e r u n g ,
Laufzeit  usw. einf i lhren. I rn weiteren werden einige l ' lethoden zur
Charakter is ierung dynamischer Eigenschaften von Systemen bespro-
chen.
3.2. Kerrnfrrrkt lonen lLnearer Systene
Bei der Untersuchung dynamischer Prozesse in l inearen Systernen
werden oft  Systemantworten auf typische Erregerfunkt ionen (Test-
funk t ionen)  bes t immt .  Das  Ze i tverha l ten  be i  d iesen Er reger funk-
t ionen zeugt  von den dynamischen E igenschaf ten  de= Sys tems,
Erregung Systemantwort
B i l d  3 .  l .  E i n  l i n e a r e s  S y s t e m
Aufgrund d ieser  Antwor t funk t ionen (Kennfunk t ionen)  kann man d ie
e5
A n t w o r t  y ( t )  e i n e s  S y s t e m s  ( B i f d  3 , 1 )  b e i  b e l i e b i g e r  E r r e g u n g
x ( t )  a u g w e r t e n .
3 .e .1 .  Impu lsantvor t
A ls  Impu lsantwor t  beze ichnet  man d ie  Sys temantwor t  au f  e ine
kurzdauernde Stoßf unkt i  on
( 3 .  1 )
I r n  E r e n z f  a l l  A t + O  b i l d e t  d i e  E r r e g u n g  6 t t )  e i n  u n e n d l i c h  s c h m a -
Ien  und unend l ich  hohen Impu ls  der  F täche I r  e in  sogenannter
D i rac- Impu ls .  D ie  Antwor t  des  Sys tems auf  den D i rac- I rnpu ls  i s t
d i e  G e w i c h t s f u n k t i o n  g ( t ) .  A u f g r u n d  d e r  K e n n t n i s  v o n  q ( t )  k a n n
m i t  H i I { e  d e s  b e k a n n t e n  F a l t u n g s i n t e g r a l s
t
y ( t )  = . f  x t r ) g ( t - r r ) d r  ( 3 ' 2 )
o
d i e  z u  b e l i e b i g e r  E r r e g u n g  x  ( t )  g e h ö r i g e  A n t w o r t f u n k t i o n  y ( t )
e rmi t te l t  werden.  t ' l i t  Annahme,  daß g ich  das  Sys tem be i  t  -  O im
R u h e z u s t a n d  b e f i n d e t  g i l t
n - t  /Ar
y ( t ) t  f , x ( r ) A r g ( t - r ) r r = k A z -  ( 3 . 3 )
k = o
Bei der Berechnung der Faltungsintegrale kann lnan auch andere
In tegra t ionsver fahren  t35 l  anwenden-
3. 2. e. Sprrrrrgantrort rrrrd Übergangsfr:rrktl-on
Be i  e iner  sprungförmigen Er regung
( 0  ,  { t l r  t < O
x ( t )  =  , l  t
t  *o  ,  für  t>O
( 3 . 4 )
erhä l t  man a ls  Ausgangsgröße y ( t )  d ie  Sprungantv ror t .
Wi rd  d iese  Sprungantwnr t  au f  d ie  Ampl i tude der  Er reger funk t ion
bezogenr  so  erhä l t  man d ie  Übergangsfunk t ion
h  ( t )  =  y ( t l  / x o  r  ( 3 - 5 )
die von dem bei der Aufnahme der Sprungantwort gewählten blert
I  o  , r ü r t < o
6 ( t )  =  {  r z a t ,  f t - i r  o < t < a tI
t  o  , f ü r t > Ä t
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d e r  E i n g a n g s g r ö ß e  u n a b h ä n g i g  w i r d .
D i e  l { e n n t n i g  v o n  h  { t )  g e s t a t t e t .  m i t  i J i l f  e  d e =  D u h a r n e l - I n t e -
g r a l s  d i e  S y s t e r n a . n t w o r t  y ( t )  b e i  b e l i e b i g e r  E r r e g u n g  : l  ( t )  i u  b e -
s t i m m e n .  F ü r  s t e t i g e  F u n k t i o n e n  h  ( t )  u n d  t i  t t l  e r g i b t  s i c h
y ( t )  =  h ( t ) x  ( + 0 )  +  h ( t ) * x  t t )  .  ( f , . 6 )
l , J e n n  Ä t t l  u n d : < ( t )  s t e t i g e  F u n k t i o n e n  g i n d ,  b e s t i m m t  f n a n  d i e
Sys temantwor t  aus  der  Eez iehung
y ( t )  =  h ( + ( r ) x ( t )  *  ü t t ) * x ( t )  ,  ( 3 . 7 )
w o b e i  h ( t ) * x t t )  d i e  F a l t u n q  d e r  F u n k t i o n e n  h ( t )  u n d  * t t l  s y m b o -
I  i  s i  e r t ,  d .  h .
t t
h t t ) * x t t )  = . f  h t r ) * t t - " 1 O .  = , f  h t t - r ) * t . l a .
o o
( 3 . 8 )
E i n e  a n a l y t i s c h e  A u s w e r t u n g  d e s  F a l t u n g s i n t e g r a l s  i s t  i r n  a l l g e -
r n e i n e n  n i c h t  m ö g I i c h ,  g o  d a ß  h i e r f ü r  n u r n e F i s c h e  I n t e g r a t i o n s -
v e r f  a h r e n  a n z u s e t = e n  s i  n d -  Z u r n  B e i  s p i  e l  k a n n  d i  e  F u n l : t i , : n  y  ( t  )
a1s  e ine  der  Surnrnen
eder
n = t . / A r
y ( t )  *  h ( t ) x ( + O )  +  E  h ( t - r ) a r r i t z l
k = o
n =  t  / Ä t
y t t )  *  h t + O l x { t )  +  g  ü t r ) Ä r : : ( t - z )
k = o
T  =  k Ä r  d a r g e s t e l l t  w e r d e n .
3.3. Beschreibtrng des dynarnischen Vertral tens im Frequenzbereichr
N e b e n  S t o ß -  o d e r  S p r u n g f u n k t i B n e n  t r e t e n  a l s  d e t e r r n i n i e r t e
Tes t funk t ionen auch har rnon ische Er regungen an
: < ( t )  =  x o s i n c o t  .  t 3 .  1 1 )
A m  A u = g a n g  e r r e i c h t  r n a n  e i n e  s i n u s f ö r r n i g e  A n t w o r t  g l e i c h e r
K r e i E f r e q u e n z ,  d i e  j e d o c h  e i n e  a n d e r e  A m p l i t u d e  u n d  e i n e  P h a s e n -
ver=ch iebung gegenüber  der  Er regung au fwe isen w i rd
y ( t )  =  y o s i n ( c . : t  +  Ö ) ( 3 .  1 " )
E r g e b n i s  d i ' e s e r  U n t e r s u c h u n g r  d i e  i n  A b h ä n g i g k e i t  v o n  d e r
K r e i s f r e q u e n z  c , r  d u r c h g e f ü h r t  w e r d e n  m u ß t  s i n d  d a s  A m p l i t u d e n v e r -
h ä I t n i s  y o l r . o  ( A m p l i t u d e n g a n g )  u n d  d i e  F h a s e n v e r s c h i e b u n g  ö ( a l
( 3 -  " )
( 3 .  1 f J )
m i t
?7
(Phasengang ) .
Dynamigche Eigenschaften eines Systems kann rnan
e iner  komplexen Funkt ion
F (  jö )  =  lF  (  jo )  ; * j c t ( t ' r )  ,
e ines  sogenannten  Frequenzganges charak ter is ie ren ,  wobe i  lF t j<o)  I
=y^ /x^  und a( r . r )=C s ind .  D ie  Funk t ion  F( jc . r )  i s t  f i l r  d ie  Untersu-' o  o
chung l inearer  Sys teme besonders  gee ignet .  t " l i t  ih re r  H i l fe  kann
nan nach Anwendung der inversen Fourier-Transformation auch das
Zeitverhalten des Systemg best immen.
F i l r  e in  s tab i les  Sys tem g i l t  8727
P (t^l) sinot
h  ( t ) dco , t 3 .  1 4 )
wobe i  P(co)  =  .RetF( ja r )  I  i s t .  D ie  Bez iehung (3 -  l4 )  ges ta t te t ,
d ie  { f ie rgangsfunk t ion  h( t )  des  Sys tems zu  ermi t te ln ,  wobe i  d ie
In tegra t ion  w ie  fo lg t  durchgef t lh r t  nerden kann t7272
m i t  H i  l f e
( 3 .  l 3 )
o
_ 2  f- 1 | ' J
o
h(t) * 
, . l {
m i t  P
P  o )  - P  c ok  k + r .  k + t  k2
TI
I S i ( o * * . t )  -  S i ( c , r * t ) J t  +
( l ) - C t )
k + : (  k
( 3 .  1 5 )
a l  s i  nus :
] ,
ntegr
* ?
ft
P*r .  -  Pk  coscout  -  cos t^ l * * r t
P (t^1. ) .
L
' k*a -  .uk
D i e  F u n k t i o n
t
S i  t x )  bedeute t
s i n  E
- d 2
z
5 i  t x )  =
3. 4. l{l-ttlere Ze,l-tkonstante
( 3 .  1 6 )
D i e  z e i t -  u n d  o r t s a b h ä n g i g e  F u n k t i o n  U ( P r t ) ,  w e l c h e  e i n e n
D i f f u s i o n s F r o z € l s =  b e s c h r e i b t  u n d  e i n e  p a r t i e l l e  D i f f e r e n t i a l -
g le ichung parabo l ischer  Ar t  e r fü l l t ,  kann man in  jedem Raumpunkt
P a ls  e ine  unend l iche  Summe der  e lementaren  Exponent i .a l funk t io -
nen (D
U ( P , t )  =  U ( P r o )  - . E U i ( P ) e x p ( - t / r .  )  ( 3 . 1 7 )
L  = l
d a r s t e l l e n .  D e r  n i c h s t a t i o n ä r e  V e r l a u f  w i r d  d e m n a c h  m i t  H i t f e
x
.f
o
ea
o r t s a b h ä n g i g e r  " K o e f f i z i e n t e n "  U .  ( P )  u n d  d e r  Z e i t k o n g t a n t e n  . i
b e s c h r i e b e n n  w o b e i  U { P r o )  d i e  L ö s u n g  e i n e s  s t a t i o n ä r e n  P r o b l e r n s
i s t .  D i e  A u s w e r t u n g  v o n  U .  ( F )  u n d  t i  i s t  n u r  f i J r  e i n f a c h e  F ä l l e
m ö g l i c h .  d . h .  n u r  f t l r  A u f g a b e n ,  d i e  w e g e n  e i n f a c h e r  G e o m e t r i e
ana ly t i  sch  1ösbar  s ind .  Auch d ie  exper i rnente l  len  | {e thoden s ind
f tJ r  d i .e  Bes t immung von U (P)  und r .  kaum gee ignet .  Aufgrund der
gefnessenen Systemantworten werden in der Regel nur einiger das
dynamigche Verha l ten  charak ter is ie rende Parameter r  z .B .  d ie
Lauf -  oder  Verzögerungsze i t  bes t immt .  In  v ie len  Fä l len  re ich t
f t l r  p rak t ische Z ie le  d ie  Kenntn is  der  Dauer  e ines  n ich ts ta t ionä-
ren  Zugtandeg und der  räuml ichen Fe ldver te i lung  in  e inem s ta t io -
nären Zus tand U(Pro) .  D ie  s ta t ionären Fe lder  Herden mi t  H i l fe
p a r t i e l  l e r  e l  I  i . p t i s c h e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  b e s c h r i e b e n '
d i e  i m  V e r g l e i c h  s u  d e n  p a r a b o l i s c h e n  6 I e i c h u n g e n  l e i c h t e r  z u
lösen s ind .  D ie  ze i t l i ch -  räusr l i chen Ausg le ichsvorgänge lassen
s ich  sehr  bequern  und anschau l i . ch  durch  d ie  Angabe e iner  Ze i tkon-
s t a n t e  c h a r a k t e r i s i e r e n .  U m  e i n e  d i e  z e i t l i c h e  E e s a m t = u s t a n d s -
änderung des  Ausg le ichsvorgangs charak ter is ie rende Ze i tkons tan te
a l s  e i n f a c h e  Z a h l  a n g e b e n  z u  k ö n n e n ,  w u r d e  i n  t 2 ' 5 6 ' 5 9 1  e i n e
" m i t t l e r e  c h a r a k t e r i s t i s c h e  Z e i t "  r '  n a c h  G l .  ( 3 . 1 E l )  d e f i n i e r t
@
f
r ( P )  =  |J
o
U ( P r t )  -  U ( P r o )
d t ( 3 . 1 4 )
U ( P r t ) )  -  U ( P ' o )
D i e  r n i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  r ( P )  b e s t i m m t  d i e  D a u e r  e i n e s  a p e r l o -
d ischen Ausg le ichsvorgangs U(F ' t )  in  jedem Punkt  P  des  Raurnes .
I n  l i n e a r e n  l " l e d i e n  i s t  d i e s e  Z e i t k o n s t a n t e  v o m  Z e i t v e r l a u f  d e r
Er regung unabhäng ig .  S ie  hängt  dagegen ab  von der  räurn l i chen
Ver te i lung  der  Oue l len  au f  dem Rand und i rn  Inneren des  un ter -
s u c h t e n  G e b i e t e s .  D i e  m i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  k a n n  a u f g r u n d  d e r
numer isch  oder  e : tper imente l l  gewonnenen Sprungantwor t  e rmi t te l t
werden.  lu r  Nor rn ie rung der  Sprungantwor t  w i rd  d ie  Funk t ion
u ( P r t )  -  u ( P r o )
f  ( P r t )  = ( 3 .  1 ? )
U ( P r o )  -  U ( P r O )
e i n g e f ü h r t .  D i e  F u n k t i o n  f ( P ' t )  i s t
p r o p o r t i o n a l  :  h  ( P t  t )  = K o  ( P )  f  ( P '  t )  t
über t ragungsfak tors  sp ie l t .  Daraus
d e r  ü b e r g a n g s f u n k t i o n  h  ( P ' t )
w o b e i  K  ( P )  d i e  R o l l e  d e so
f o l g t  d i e  B e s i e h u n g
2S
@r ( P )  =  J f  L  -  +  { P . t } l d t
o
u n d  d i e  g r a p h i g c h e  I n t e r p r e t a t i o n  d e r
( B i r d  3 . 2 ) .
fet)
f(?t)
0
( f , . : ü )
Z e i t k o n s t a n t e  . r  ( P )
lTt
B i  1 d
der
3 . ? .  E r a P h i s c h e  I n t e r P r e t a t l o n
m i t t l e r e n  Z e i  t k o n s t a n t e
D a n k  d e r  m i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e n  k a n n  J n ä n  d e n  m i t  H r l f e  v o n
v i e l e n  Z e i t k o n s t a n t e n  t L  b e g t i m m t e n  D i f f u s i o n s ' v o r q a n g  ( = '  1 7 )  i n
der genäherten Form
u ( P r t )  *  u r ( P r t )  =  u ( P r c o )  +  [ u ( P r O i  -  u ( P ' , r i  ] ' e x p t - t . / r  ( P )  - l
( 3 . 2 1 )
d a r s t e l l e n ,  w o b e i  t ( P )  a l s  6 e w i c h t g m i t t e l w e r t  v o n  " L
6 c o
r ( P )  =  E  E r .  U .  ( P ) l /  E  U  ( P )
l i - i i  l ] '  L
be t rach te t  werden kann-
u(q
ueo)
( 3 .  " ? )
B i l d  3 , 3 .  E x a k t e r
D i  f fus i  onsver l  au f
(U)  und genäher te r  (Ua)
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D e r  V e r l a u f  U a ( P r t ) ,  w e L c h e r  d e r  A n t w o r t  e i n e s  F r o p o r f - r i : n a l -
g l i e d e s  m i . t  t / e r = ö g e r u n g  1 .  D r d n u n g  ( P T r  )  e n t s p r i c h t ,  k a n n  b e r
v i e l e n  p r a t l t i s c h e n  A r - t f  g a b e n  e i n e  a u s r e i c h e n d e  N ä h e r u n g  d e s  V e r -
l a u f s  U ( F r t )  b i l d e n ,  w o b e i  f ü r  d e n  A b s o l u t f e h l e r  Ä  =  U  -  U a  g i l t
( B i .  t d  3 .  f , )
A d t = O ( 3 .  " f , )
@
.f
o
t-
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4. NUI{ERISCHE BEHANDLUNG VON DIFFUSIONSPROZESISEN
4. 7. l , {athematischre Problemformul ierung
D i e  F e l d g r ö ß e n ,  d i e  d a s  q u a s i g t a t i s n ä r e  e l e k t r o r n a g n e t t s c h e
F e I d  b e s t i r n m e n  ( e l e l : t r i s c h e  u n d  r n a g n e t i s c h e  F e l d s t ä r l t e '  s o w i e
e l e k t r i s c h e s  u n d  m a g n e t i = c h e g  V e k t o r p o t e n t i a l )  w e r d e n  d u r c h  V e h -
t o r d i f * e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  ( g i e h e  F . a p i t e l  " )  b e s c h r i e b e n .  D a s
n i c h t s t a t i s n ä r e  T e m p e r a t u r f e l d  b e i  W ä r r n e l e i t u n g s p r s b l e r n e n  E r -
f ü l I t  d a g e g e n  e i n e  S k a l a r g l e i c h u n g .  V o m  r n a t h e r n a t i s c h e n  S t a n d -
p u n k t  a u s  g e h ö r e n  d i e s e  V e k t o r -  u n d  S k a l a r g l e i c h u n g e n  z u  e l n e r
H I a E s e  d e r  p a r t i e l l e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  p a r a b o l i s c h e r  A r t
u n d  : u  i h r e r  L ö s u n g  w e r d e n  d i e s e l b e n  n u m e r i s c h e n  V e r f a h r e n  a n q e -
w a n d t .  D i e  L ö s u n g  e i n e r  V e l , : t o r g l e i c h u n g  b e s t e h t  d a r i n ,  d a ß  f ü r
d i e  H o m p o n e n t e n  d e r  g e s u c h t e n  V e k t e r f u n l : t i o n  e n t s p r e c h e n d e  = l t a -
l a r e  D f { e r e n t l a l g l e i c h u n g e n  f o r m u l i e r t  u n d  g e l ö l } t  w e r d e n .
In  d iesern  Hap i te l  t ' *e rden e in ige  der  be} , :enntes ten  l " re r f  ehr ;n  :u r
nurner i=chen Eehand lung von n ich t -E te t i snären Randwer tau t fgaben be-
s p r c c h e n .
D s =  A n f a n g = - R a n d u e r t p r a b l e m  w i r d  w i e  { o I g t  f o r r n u l i e r t :
E e s u r c h t  w i r d  d i . e  z w e i m a l  d i f  f  e r e n z i e r b a r e  F u n l . t i s n  U ( F , t )  '  d i =
in  jedem Pr - tnk t  F  des  Raumes O rn i t  e inern  s tüc ! :we ise  g la t ten  F :and
I -  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g
d i v ( w r e r a d  U )  =  * " #  -  * " { 4 . 1 )
( 4 . : )
( 4 .  f , )
e r f  ü 1 1 t .  D i . e  R a n d b e d i n q l r n q e n  k ö n n e n  e n t s p r e c h e n d  d e r  P r s b l e r n -
s t e l l u n g  v e r s c h i e d e n e r  A r t  = e i n :
t u i F . t )  -  U F t P . t ) l F = f  =  0  !
1
f w * g r a d r . r U  *  * . U  +  r . J E l F = f  =  O ,
z
w o b e i f  u I -  - f  u n d l -  n l -  = 6 .  D i e A n f a n g = b e d i n g u t n g  d i e = e r{ 2 { 2
Ar- r f  gabe l  au te t :
U  ( P ,  t = O )  =  U o  ( F ) ( 4 . 4 )
D i e  F u n [ ' : t i o n e n  w l  , . . . , w 5  b e s i t : e n  f  ü r  j e d e g  p r a k t i s c h e  F r c b l e r n
e i n e  b e s t i m r n t e  p h y = i t l a I i s c h e  I n t e r p r e t a t i s n -  D i e  F u n k t i o n e n  w r ,
w z r * .  c h a r a l , : t e r i s i e r e n  d i e  E i g e n s c h a f t e n  d e s  6 e b i e t e s r  d a g e g e n
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1.?. Behandlrrrrg des Randwertproblenrs ztlr Bestlmnrrrrg
löstrrg
b i lden w"  und *o  e ine  Er regung
{r*"# - *"
. f  ( w r g r a d  {  ' e r . O  U  +
{e inen E ingangsvorgang)  -
-  d i v ( w r g r a d  U )  l C .  d o  =  O
Raum-
( 4 . 6 )
(  t  = 1  ,  z ,  -  .  .  ,  r \ t
( 4 . 6 )  w e r d e n
6rundgeb ie teg
{ 4 . 7 '
Le.t .  Galerklnsches Yerfahren
Die  im Abschn i t t  4 .  I  fo rmul ie r te  Randwer tau fgabe kann mi t  H i l -
fe  des  6a le rk insches  Ver fahrens  ge lös t  werden.  Um d iese  Aufgabe
näherungsweise  zu  lösen,  wäh le  i lan  e inen Satz  {C.  (P) } : -1  von t i -
near  unabhäng igen Funkt ionen.  b lenn d ie  Koord ina ten funk t ionenfo l -
ge  tc i  (p ) ) :_ ,  e inen ree len ,  normier ten  und l inearen Raum * 'n (o)
d e r  i m  E e b i e t  o  d e f i n i t e n  F u n k t i o n e n  b i l d e t r  5 o  k a n n  m a n  d i e
g e n ä h e r t e  L ö s u n g  u a ( P r t ) € f f n ( o )  d e s  R a n d w e r t p r o b l e m s  ( 4 . 1 - 4 ' 4 )  i n
{o lgender  Form dars te l len  
n
u ä ( P ! t )  =  Q n ( P , t )  *  E  P ,  ( t l c  t P )  '  ( 4 ' 5 )
v  
i  = t
w o b e i  E c o ( P r t ) l p = r  =  u r ( P , t )  i s t .  D i e  u n b e k a n n t e n  z e i t a b h ä n g i -
I
gen Funkt ionen l , , r  ( t )  werden mi t  H i l fe  der  a l lgerne inen I ' te thode
von 6a le rk in  bes t immt-
6emäß der  I ' te thode go11 d le  Lösung der  DgI ' (4 '  l )  d ie  Or thogona-
I  i tätsforderung
e r f t i l l e n .  D i e  E a l e r k i n s c h e n  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n
nur  fü r  e inen fes ten  Ze i tpunk t  t  bezÜgl ich  des
formul  i  e r t .
Unter  Berücks ich t igung der  Ident i tä t
- d i v ( w . g r a d  u r c i  =  * r g r a d  c a  ' q r a d  u  -  d i v ( c  w n g r a d  u )  ,
erhält man nach der Anwendung des Eausschen satses
. alJ
* rö ,#  -  w3d.  )do  -  3  t ,  wrerad  U 'd f  
,1 . ; ,
(  L  = l , 2 ,  .  .  - ,  n >
L
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Daraus und aus der
" f  (w_ grad  $ .  'g rad
o r L
R a n d b e d i n g u n g  ( 4 . 3 )  f o l g t
. AIJu *  , "c,# -  *"c,  )do + ' / (w.u +
2
v,t )dl- = O
5
( 4 . 9 )
( 4 .  1 1 )
t 4 . 1 2 )
.  . ,  n )
< t = 1  , 2 ,
Nach E inse tzen dr . r r  genäher ten  Lösung (4 .5 )  in  (4 .9 )  e rg ib t  s ich
s c h l i e ß l i c h  e i n  S y s t e m  v o n  g e w ö h n l i c h e n  l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l -
gleichungen erster CIrdnung
6 r,r dV.
E v ,  (Jw.erad  { 'e r .o  c rao  *  |  * .c ,o .d t - )  * r ! .a t -  1* "QrQ-aa 
=
j = r  r  o -  - 2  i = r  t r  ( 4 . 1 o )
= 
.f f  (r .r"  -  wzuftrr ,  -  wlgradpo'gradf. ldo - 
f  
t* .co * *olc dr
t  
, t = 1 . , 2 , . . . ,  n )
Diesem Di f fe ren t ia lg le ichungssys tem s ind  gewisse  Konstan ten
rp  (O)  zugeordnet ,  d ie  den Anfangswer ten  en tsprechen.  D iese  An-
fangser te  so l len  d ie  Er f t l l l ung  der  Anfangsbed ingung (4 .4 )  ge-
währ le is ten .  6emäß dem Ansatz  (4 -5)  so l l te  ge l ten
Die  Anfangswer te  rp  (O)  können nach zwe i  Pr inz ip ien  ermi t te l t
werden:  nach dem Galerk inschen Pr inz ip  bzw.  mi t  H i l fe  der  Hetho-
de der  k le ins ten  quadra t ischen Abr ' re ichungen.  Im ers ten  Fa l l  e r -
g e b e n  s i c h  { o l g e n d e  6 l e i c h u n g e n  t 8 4 l :
Co (P rO)  *  i  , p ,  (O)C  (P )  =  Uo  (P )  '  Pd l
L  = 1
(O ,  
. rQ .  C .  dO +  t t ö  -  (P ,  O)  -  U^  (P )  lC .  dO =  O
o ' i . ' j  o ' o  
'  o  ' L
(  v  = l ,  2 ,
I m  z w e i t e n  F a l l  s o l l
J r *  tP)
o
erf  r l l  1t  werden, wobei
r a u s  e r g i b t  s i c h  e i n
i * ,
j  = r  J
t-l
E
j  = t
d i e  F { i n i m a l f o r d e r u n g  t 4 9 l
t U a ( P r O )  -  U o ( P ) l 2 d f t  =  l " l i n i m u m  ( 4 .  1 3 )
w ( P )  e i n e  W i c h t u n g s f u n k t i o n  b e d e u t e t .  D a -
Sys tem von l inearen Gle ichungen t9 l
t u :  ( O ) - f w ( P )  ö ,  ö  a A  -  . f w ( P l u  ( P ) d  d O  =  O  ( 4 -  1 4 )' j  
o  
' t ' j  
o  
o  
t t l , z , . . . , n )
zur Best imarung der unbekannten qr.  (O).
i
I
I
L
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1.2.2. l lethode der f in i ten Elenente
N a c h  A n w e n d u n g  d e s  E a l e r k i n s c h e n  V e r { a h r e n s  w i r d  d i e  R a n d w e r t -
a u f g a b e  ( 4 .  1 - 4 . 4 )  = u r  L ö s u n g  d e s  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s s y g t e r n s
( 4 . 1 0 )  m i t  d e n  d u r c h  e n t s p r e c h e n d e  I n t e g r a l e  a n g e g e b e n e n  K o e f f i -
z ien ten  ausgeführ t .  D ie  ana ly t i sche Begt i ln rnung d ieger  In tegra le
i s t  i n  d e r  R e g e l  n i c h t  r n ö g }  i c h ,  s o  m u ß  b e i m  g e o m e t r i s c h  k o r n p l  i -
z i e r t e n  I n t e g r a t i o n s g e b i e t  b z w .  b e i  k o m p l i z i e r t e r  G e s t a l t  d e r
K o o r d i n a t e n { u n k t i o n e n  d i e  = e i t a u f w e n d i g e  n u m e r i s c h e  I n t e g r a t r o n
d u r c h g e f ü h r t  w e r d e n .  D i e  H e t h o d e  d e r  f i n i t e n  E l e r n e n t e  ( F E H )  b j - 1 -
d e t  e i n e  b e s o n d e r e  A r t  p r a k t i s c h e r  R e a l i s i e r u n g  d e s  G a l e r k i n -
s c h e n  V e r f a h r e n s ,  b e i  d e r  s i c h  d i e s e  I n t e g r a t i o n  r e l a t i v  e i n f a c h
e n t w e d e r  a n a l y t i s c h  s d e r  n u i n e r i s c h  d u r c h f ü h r e n  l ä ß t .  B e i  d i e s e r
l , le thode w i rd  nun das  be t rach te te  Erundgeb ie t  O in  e in fache '
d u r c h  d i e  N e t : k n o t e n  P i  , P i  , P k . . . .  b e s t i m m t e  T e i l b e r e i c h e  ( f l n i t e
E l e m e n t e )  Q e  = e r l e g t  u n d  ä i e  u n U e l * a n n t e  F u n k t i o n  U ( P ' t )  i n n e r -
h a l b  j e d e g  f i n
unabhängi  gen t<.
N k ( P ) r . . .
u e t P r t ) { N  t F )  l - T  .  { u  t t  )  i e  t 4 .  1 5 )
s durch ei  ne t{omb i  nat i  on von I  r  near
n k t i o n e n  ( F o r r n { u n k t i s n e n )  N '  i P ) . | ' J  t P i  r
i t e n  E l e m e n t
o o r d i  n a t e n f u
[ *' "' I'
= J N ( F )  tL .,. :"' I llllll
a p p r o n i m i e r t ,  w o b e i
f
N r ( P j l  = 6 .  =  {L J  
L
u n d  u .  ( t ) r t - t .  ( t l r u u ( t ) ' . . .  d i e  L ö s u n g
Elernenteknoten  dars te l  I  en  -
D ie  Formfun l . : t ionen hängen vo in  gewäh l ten  E le rnente-Typ ab-  In t
F a l l  v o n  = w e i d i r n e n s i o n a l e n  A u f g a b e n  w i r d  d a s  E r u n d g e b i e t  i n
D r e i e c k e ,  P a r a l l e l o g r a r n m e ,  k r u r n r n l i n i g e  D r e i e c k e  o d e r  V i e r e c l ' : e
e ingete i  1 t .  Be i  räurn l  i  chen (3D)  Prob l  e rnmen er f  o l  g t  e i  ne  D i  s l ' : re -
t i s i e r u n g  d e g  d r e i d i m e n g i o n a l e n  6 e b i e t e s  i n  T e t r a e d e r e l e m e n t e .
6uadere le rnente  oder  andere  dern  Prob lem angepa8te ,  rnög l i cherwe i -
s e  k r u i n m l  i n i g  h e r a n d e t e  E l e m e n t e -
Wendet  .nän d ie  Hethode von Ga lerk in  au f  das  Randwer tp rob le rn
I  f ü r  i = j
( 4 .  1 6 )
{ )  f ü r  i t j
des  Rand t , *gp t -p rob le rns  i n  den
:
L"--
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ii
(4 ,1 -4 .4 )  ä r r r  so  erhä l t  rnän nach e iner  en tsprechenden Zwischen-
rechnung e in  D i f fe ren t ia lg le ichungssys tem f t l r  d ie  unbekannten
F u n k t i o n e n  u .  ( t ) , u .  ( t ) , u u  ( t ) , . . .  i n  d e n  E l e m e n t e k n o t e n  i n  d e r
l ' latr ixschreibwei se tEl4, ?€}1
f H l e t u l e  +  r c l e t ü ) e  +  { F i e  =  o  ! { 4 .  t 7 '   ,
rn i t  türe = dtu le,zdt -
Die Koe{ f  iz ienten f r l .  und .1 .  der  symmetr ischen l ' la t r izen,  der
L J  " J O
Steif  igkei tselementematr ix tHl-  und der l ' lassenelementematr ix
[E ]€ ! ,  s i  nd  durch
ni ,  =  /_"rgrad N.  'grad N.  dO + t  w-N.  N.  d l -L J  
o =  
t  L  -  t  
a =  
a  L  J
bzw.
u n d  d i e  K o e f f i z i e n t e n
+ 3 = - [ w
L 9
QE
gegeben.
Die oben angegebenen
wen igen sehr  e in fachen
Dre ieckse lemente  (B i  1d
N = ( a
m m
N .  N .  d O
L J
+i  aes Spal tenvektors tF le durch
N. do + f, wsN. dl-
re
. F .  = J wL J  
o t '
( 4 . 1 4 )
( 4 .  1 9 )
( 4 . 2 0 )
n u r  I n
I  i  neare
( 4 . 2 1 )
I
g
B i l d  4 . 1 .  U n t e r t e i l u n g  d e s  G e b i e t e s
x;
i n
x j x k  x
Drei ecksel ernente
I n t e g r a l e  l a s g e n  s i c h  a n a l y t i s c h
F ä l I e n  b e r e c h n e n -  l { e r d e n  z . B .
4 . 1 )  a n g e w a n d t ,  d - h .
+  b  x  +  c  V) / l }A l  r  f l t  = i r j r k  ,m
1  x .
L
1  x .
J
l x .
k
Ä = + yiYj
yk
j  
t-
wobei
36
" f  grad iN) '  '  grad {N} Tdo
oe
u n d  a .  =  t r j " u  - : { k y j ;  b ,  = . i .  =  t  k -  ; - i ,  r  s o  e r g i b ty , -  y , - i
, 2  2
E l .  fC .  r
L L
s y m .
" r i  = 3 n l , '  E r ,  = 3 ' 1 , '  F i .  = 3 * l
= o * [
b  b ,  + c
L J L
b t+c1
J J
b ,  + c .  c ,
I ' L l (
b.  +c  c .
l ( J ! (
. 2  2
E), +c,
X X
= r  c h
( 4 .  " ? )
t j t  b l
' b j
f  =  1  1 l
. r  { N } . r N } ' a o = r * l  : 1 l t
n e  
r !  
l = " * .  1 |L  ' J
. r ' l
r  $ { } d o = + { 1  I
o e  
+  
[ t  )
A n d e r e  B e i s p i e l e  d e r  a n a l y t i s c h e n  I n t e g r a t i o n  w e r
tB4 l  angegeben.  Fa l  I  s  l :e i  ne  F lög l  i  chF;e i  t  der  ana l  y t
g ra t ion  vorhanden is t ,  werden d ie  l " la t r i . : re lemente  n
m i t t e l t .  D i e  n u m e r i s c h e  I n t e g r a t i o n  w i r d  b e i  t / e r a r e n
m e t r i s c h e r  E l e m e n t e  m i t  H i l f e  d e r  G a u s s c h e n  O u a d r a
( 4 .  " J )
( 4 . : 4 )
d e n  = .  E .  i n
i s c h e n  I n t e -
ufnerr gch Pr-
d u n g  i ; a p a r a -
tu r  durchge-
f ü h r t .
D i e  b e r e c h n e t e n  E l e m e n t e g l e i c h u n g s s y s t e r n e  ( + .  1 7 )  w e r d e n  e n t -
sprechend au f  surnmier t  (assembl  ie r t )
( 4 . 2 5 )
u n d  a n s c h l i e ß e n d  e r h ä l t  r n ä n  d a s  r e s u l t i e r e n d e  G e s a m t g l e i c h u n g s -
system
t H l i u ]  +  t c l i ; t  +  t F l .  =  $ , t 4 -  " 6 )
w o b e i  t u )  =  d { u } , / d t  i s t .
D e m  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s s y s t e m  ( 4 . 2 6 )  w i r d  e i n  S p a I t e n v e k -
to r  tu l - -  zugeordnet ,  der  d ie  Anfangswer te  der  gesuchten  Fun l : t i t :n
o
i n  E t e m e n t e k n o t e n  e n t h ä l t .  D i e  G e s a m t r n a t r i = e n  t H l  u n d  t C l  s i n d
symrnet r i sch  und gchwach mi t  von  Nu l I  versch iedenen E lenenten  be-
s e t z t .  D i e  P o s i t i o n  d e r  v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n e n  A u ß e n d i a g o n a l e l e -
m e n t e  i s t  v o n  d e r  g e w ä h l t e n  H n o t e n n u m e r i e r u n g  a b h ä n g i g .  A u s  p r o -
grarnmtechn ischen Eründen is t  es  desha lb  zwec l :mäßig ,  d iese  Nume-
r ie rung op t ima l  durchzuführenr  u f f i  Gesarn tmat r izen  mi t  mög l ichs t
m i n i m a l e r  B a n d b r e i t e  e r r e i c h e n  z u  l : ö n n e n .  Z u r  o p t i r n a l e n  N u r n e r i e -
?7
r u n g  s i n d  v e r s c h i e d e n e  A l g o r i t h r n e n  e n t w i c k e l t  w o r d e n '  A l s  d i e
bekanntes te  werden in  der  L i te ra tu r  tB4 l  der  A tgor i thmus von Ro-
sen und der  au f  e in igen graphentheore t ischen Über legungen ba-
s ie rende A lgor i th rnus  von cu tä iLL  und HcXee angegeben.
1. 2. 3. Dl f f erenzenverf atrren
Das D i f fe renzenver fahren  (F le thode der  f in i ten  D i f fe renzen)  ge-
hört  neben der besprochenen l- lethode der f  in i ten Elemente zu den
in  der  Ingen ieurprax is  me is t  angewendeten  D iskre t is ie rungsver -
f a h r e n .  D a s  V e r f a h r e n  h a t  e i n e  u m { a n g r e i c h e  L i t e r a t u r ,  z . B .  t 2 7 )
und w i rd  sowoh l  theore t isch ,  a ls  auch prak t isch  gu t  beher rsch t -
Um das  Rechenschema dars te l len  zu  können,  w i rd  d ie  Randwer t -
a u f g a b e  ( 4 . 1 - 4 . 3 )  w i e  f o l g t  f o r m u l i e r t
I arut 
= *r# - "" , im Raum o
I
I  
naful  = *F I  auf dem Rand [ '
< 4 . 2 7 '
{ 4 . 2 E } )
w o b e i  L  e i n  e l l i p t i s c h e r  D i f f e r e n t i a l o p e r a t o r  b e d e u t e t  u n d  t s a t U J
i m  a l l g e m e i n e n  e i n e  L i n e a r k o m b i n a t i o n  v o n  U  u n d  A U / A n  ( d i e  R i c h -
tungsab le i tung von U in  d ie  R ich tung der  Normalen  zum Rand f )
se in  kann.
Be im Di f fe renzenver fahren  w i rd  das  be t rach te te  6eb ie t  O mi t
e inem $ i t te r  t lberzogen und au f  dem Opera tor  L  (eventue l l  auch
B f )  e i n e  D i f f e r e n z e n a p p r o x i m a t i o n  a n g e w a n d t .  D i e  D i f f e r e n = e n o p e -
ratoren L und Ba werden durch die Näherungs-Operatoren Ld und BF
e r s e t = t .  D a r a u s  e r g i b t  s i F h  e i n  G l e i c h u n g s s y s t e m :
I  u" r r ,  *  Ho# -  * "  ,  im Raurn oI  t -
I  elru: t  r. l-  r äuf dem Rand I-
L r l
D i e  U m f o r m u n g  d e r  D i f f e r e n t i a l o p e r a t o r e n  b e s t e h t  d a r i n '  d a ß  d i e
D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  i n  b e s t i m m t e n  P u n k t e n  ( E i t t e r k n o t e n )  d e s
Raumes O mi t  den en tsprechenden D i f fe renzenquot ien ten  approx i -
mier t  werden.  D ie  Eegta l t  der  D i f fe renzenquot ien ten  is t  von  der
v e r w a n d t e n  6 i t t e r a r t  a b h ä n g i g .  B e n u t z t  m ä n  z . B .  e i n  z w e i d i m e n -
s iona les  Rechteckg i t te r  der  l " taschenwei te  h*  bzw.  n"  (B i td  4 .2 ,  I
so  erhä l t  man f t l r  jeden inneren E i t te rknoten  P.  (x .  ' y .  )  d ie
( 4 . 7 9 l '
( 4 . 5 { l )
3A
Approx i mati on
a u _
E _
U ( x .  * h * r Y i  r t )  -  u ( x .  - h * r Y ,  r t )
2h
x
+  o ( h 2  )
+  o ( h 2  )
Y
( 4 -  3 1 )
( 4 . 3 ? )a u _q -
U ( x .  , y i  + h y r t ) U ( x . , y . - h r ' t )
2h
Y
-  Z U ( x .  t y .  r t ) *  U ( x g - h * r y ;  r t )U ( x .  + h * r Y ,  r t )
und
f u
Exz
f u
v
U ( x .  r y , + h r r t )
h2
-  2 U ( x .  , y .  , t )  *  U ( x i  r y . ,  - h " r t )
o t h ' )  ,
( 4 . 3 3 )
o ( h 4  )  .
v
( 4 . 3 4 )h2v
B i l d  4 . 2 .  R e c h t e c k i g e s  E i t t e r  d e s  L ö s u n g s g e b i e t e g
Als  Ergebn is  der  Urn formung der  DSl .  (4 .77  )  en tg teh t  das  Sys tern
v o n  I i n e a r e n  g e w i ! ' h n l i c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  e r s t e r  O r d -
n u n g  ( m i t  A b l e i t u n g e n  d e r  V e r ä n d e r l i c h e n  t ) .  D i e  l i n k e  S e i t e
e iner  i  - ten  61e i  chung b i  I  de t  e i  ne  L i  nearkombi  na t i  on  von ur . ,  ( t  )  =
=  U ( x r r r y r , , r t l r  m i t  n  =  i r j r k r l r m  .  D i e  r e c h t e  S e i t e  w i r d  d u r c h
d ie  Bez iehung
d u .
r "  ( * ,  , y ,  ) E *  -  w 3  ( x .  , y .  , t )
bes t immt .  Be i  Anwendung von (4 .30)  en ts teh t  e in  Sys tem von l ine-
aren  a lgebra ischen Ete ichungen.  D ies ,es  Sys tem wi rd  zur  Reduk-
t ion  der  $ le r te  von U in  den Randknoten  aus  dem o .g .  D i f fe ren-
*
X
i
:
I
!
!
I
t
t
I
I
I
I
lt
IItr
( 4 . 5 5 )
3S
t i  a l  gt  ei  chungssystems verwendet .  Bei ei  nern l :ornp I  i  :  i  erten Rand f  r
w i r d  d i e s e r  d u r c h  e i n e  t r e p p e n f ö r m i g e  o d e r  p o l y g o n a l e  R a n d k u t r ' e
I ' "  a p p r o x i m i e r t .  D i e  R a n d b e d i n g u n g  w i r d  d a n n  d u r c h  e i n  I n t e r p o -
l a t i o n g -  b z w .  E : t t r a p o l a t i o n g v e r f a h r e n  b e r ü c k s i c h t i g t  t " 7 7  -
A n s c h l i e ß e n d  e r g i b t  s i c h  e i n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s s y s t e r n
tH l  iu l '  +  f  C l  tu ]  +  iF ]  =  t )  , ( 4 . 3 6 )
w o b e i  < ü f  =  d { u , - .  l d X r  t H l  e i n e  B a n d n a t r i : t ,  t C l  e i n e  D i a g o n a l m a -
t r i x .  m i t  c .  -  - 6 .  .  w _  ( x .  , Y .  )  b e = e i c h n e t .  D e r  S p a l t e n v e k t o r  t F l ''  
r . J  L J  2  L - - L
b e r ü c k s i c h t i g t  d a s  V o r h a n d e n s e i n  v o n  E r r e g e r f u n k t i o n e n .  D i e
L ö s u n g  d e s  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s s y s t e r n s  ( 4 . 3 6 )  u n t e r  B e r ü c k -
s i c h t i . g u n q  d e r  A n f  a n g s b e d i n g u n E  { u o } ,  w o b e i  . , i  o =  U o  ( P .  )  r  b i l d e t
d i e  N ä h e r u n g s l ö s u n g  d e s  A n f a n g s - R a n d w e r t p r o b l e m s  t 4 .  1 - 4 . 4 )  i n
b e s t i m m t e n  6 i  t t e r k n o t e n .
1.2.1. Lösrrngsweg bei of fenen Feldgebieten
D i e  d a r g e s t e l l t e n  V e r { a h r e n ,  d i e  d i e  r ä u m l i c h e  L ö s u n g  v o n  P a r -
t i e l l e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  g e s t a t t e n ,  s i n d  n u r  b e i  r ä u r r l i c h
begrenz ten  6eb j .e ten  anwendbar .  Be i  v ie len  Aut f  gaben der  E1e[ , : t ro -
t e c h n i t l  i s t  e s  a b e r  n o t w e n d i g  r ä u m l i c h  o { f e n e  F e l d g e b i e t e  d e s
e l e k t r o r n a g n e t i s c h e n  F e l d e s  z u  b e r ü c l : s i c h t i g e n .  F ü r  d i e  l t l ä h e -
r u n g s l ö s u n g  : w e i -  u n d  d r e i d i r n e n s i o n a l e r  F e l d e r  i m  u n b e g r e n z t e n
Raum wi rd  o f  t  der  Aut lenraum der  Anordnung durch  e ine  F läche rn i t
e i n g e p r ä g t e n  R a n d b e d i n g u n g e n  ( = . 8 .  d a g  V e l , . t s r p o t e n t i a l  i s t
g l e i c h  N r - t l 1 )  b e g r e n = t ,  F e i  d e r  A u s w e r t u n g  e r h e b t  s i c h  a b e r  d i e
F r a g e ,  w i e  w e i t  e n t f e r n t  s s l  I  d i e s e  : u s ä t z I  i c h  e i n g e f Ü h r t e
6renz f  1äche anqenornrnen werden t751.  E in  andere= Lösungs l ' :on=ept
b e s t e h t  d a r i n n  d a ß  d e r  b e t r a c h t e t e  R a u m  m i t  e i n e r  k ü n s t l i c h  e i n -
g e f ü h r t e n  F l ä c h e  i n  = w e i  R ä u r n e  g e t e i l t  w i r d .  I n  d e m  d u r c h  d i e s e
F läche begren=ten  Innenraum wi rd  e ine  der  nurner ischen I ' le thoden
zur  Lösung von Randwer tau{gaben,  z .B .  d ie  l ' te thode der -  f  in i ten
Elemente  angewandt .  Im Außenrar l t rn r  in  dern  dag ge=uchte  Fe ld  d ie
L a p l a c e - D i + + e r e n t i a l g l e i c h u n g  e r f ü l 1 t ,  w e n d e t  r n a n  e i n e  a n d e r e
i ' l e t h o d e ,  z .  B .  d i e  I n t e g r a l  g l e i c h u n g s m e t h o d e  t 6 6 l  '  d i e  E o u n d a r y
E lernent  I ' l e thode (BEl ' l )  [5 .E}1 .  83 ]  sder  sogar  d i  e  ana l  y t i  sche t ' l e -
t h o d e  d e r  T r e n n u n g  d e r  V a r i a b l e n  t S B l  a n .  I r n  r . r e i t e r e n  t ' l j . r d  d i e
von Prssan l .e tz } ry  t743 vorgesch lagene Hethode der  in f in i ten  EIe-
L-
40
mente besprochen.
B i 1 d .  4 . 3 .  U n t e r t e i l U n g  d e s  I n n e n r a u m e s
in f in i te Elemente O=ound des Außenraumes
i n  i n f i n i t e  E l e m e n t e  O -
D i e s e  t l e t h o d e  g r t i n d e t  s i c h  a u f  ä h n l  i c h e n  P r i n z i p i e n  w i e  d i e
l ' l e thode der  f  in i ten  E lemente .  Der  Innenraut  Qa n  r * i rd  in  f  in i te
E lemente  ge te i l t  (B i ld  4 .3 ) ,  wobe i  en tsprechende l ' l a t r i zen  tH le ,
[C]e  und der  Vek tor  {F}e  des  E lementeg le ichungssys tems w ie  i rn
Abschn i t t  4 .? .?  kons t ru ie r t  werden.  Den Außenraum O,  te i l t  fnan
dagegen in  in f in i te ,  zwe iknot ige  E lemente  Ol  mi t  den E lernente-
knoten  i  und j ,  d ie  an  der  Trennkurve  l -a  l iegen.  Vorausgeset= t
n i r d ,  d a B  O .  e i n  q u e l l e n f r e i e s  n i c h t l e i t e n d e s  6 e b i e t  ( z ' B '
Lu f t )  i s t ,  in  dem d ie  gesuchte  Funk t ion  U d ie  Lap lace-E le ichung
er f  i J l  1 t .
F t i r  d a s  i m  B i l d  4 . 4  d a r g e s t e l l t e  i n f  i n i t e  E l e m e n t  s r e r d e n  f o l -
gende Formfunkt ionen angenommen E74J
f  N  ( p r r  f  r - n )
rN (p)) = ,| 
_'-.^: I = r**fi=a, { . . 
'' 
I =6  [ r u . - t p ,  )  ' t ' I t + n )-  J @
: o .  r t * ? - # t _  ( 4 . 3 7 )- {  
b  v d  f  Iz u ^  [ r - i + ü i J
wobei p und O die Koordinaten des Polarkoordinatensystems sind-
D i e  F u n k t i o n  t { p l  =  L / p n ,  m i t  n > l  c h a r a k t e r i s i e r t  d a s  V e r s c h t ^ l i n -
den der  gesuchten  Funk t ion  be i  P  +  a '  D ie  sons t igen Pararne ter '
d i e  i n  d e r  6 1 .  ( 4 . 3 7 )  a u f t r e t e n ,  g i n d  i m  B i l d  4 . 4  e r l ä u t e r t  u n d
L
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aus den fo lgenden Bez iehungen zu  bes t i tnmen:
I  -  t ( x .  -  x .  ) z  +  ( y  -  y .  ) " 7 " t  / ?
J  L  
. J  . L
d  -  ( x . y .  -  x . V . ) / { 2 l l  ,
L J J L
b = <*? -  "1  *  v? -y2 r . /  (41)  ,
J  L  
. J  L
o  =  < d 2  +  b 2 l t ' 2 -
' m
B i l d  4 . 4 .  D a s  i n f i n i t e  E l e m e n t
D i e  K o e f f i = i e n t e n  d e r  " S t e i f i g k e i t s m a t r i x "  t H l c o  s i n d  d u r c h  d i e
Bez i  ehung
h@ =  /  * rg rad  Nr * .g rad  * j -oa
- o e
@
I
ei
gegeben.
Be i  ebenen Prob lenen (Koord ina tensys tem xry )  e rg ib t  s ich  nach
d e r  I n t e g r a t i o n  E 7 4 ) z
( 4 . 3 E } )
( 4 .  5 9 )
( 4 . 4 ( ) )
( 4 . 4 1 )
ho =  a f  (4n"
h @  = h T .  =
h : .  =  a f  ( 4 n 2
J J
m i t  a  =  w  / ( L Z n d ) .
t
+  2 n  +  r l t  -  6 n b  *  3 P Z ^ / L J
a f  ( z n z  -  z n  t ) I  -  s i ^ t t l
+  2 n  +  1 ) l  +  6 n b  +  3 p 2  / ! )
,
t
t
ilz
r
Bei  e iner  ax ia lsymmet r igchen Aufgabe (Koord ina tensys tem r  r= l
erhält  man (Gtannz snd ZiöTkourslci  t37l) :
r ,
h o  =  b t [  ( n r .  + C d  1 2 + g . z d 2  J L " +  -  Z S l t n z  ( r .  + 5 1 ) + 2 n ( r .  - S b ) - S b + C d ] ]  r" i [ j - - - - - ' r . J r ( 4 . 4 ? )
r
h : .  -  h : ,  =  b t f - (n r .  +cd )  (n r .  +Ed)+s2d2  11nJ  +- i . j  j t  L  J  '  '
+  2 ( n + 1 ) S l  t  ( n - 1 ) S b + ( n + 1 ) C d l )  .
2 S l  t n 2  t r .  - S I  ) + Z n  ( r .  - S b ) - S b + C d l ]  ,
( 4 . 4 4 )
:
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I
r .
h :  =  b { t ( n r .  + C d ) 2 + s 2 d 2 l l n F i  -
J J  t  
.
( 4 . 4 3 )
( 4 . 4 5 )
t H l z  )  t C l -  t  t F  ( "  )  ] d r
o r i t  b = w r l t 4 ( ? n + 1 ) d 5 3 1 " 1 ,  S = ( r .  - r .  ) /  ( ? 1 )  u n d  C = ( =  '  - = .  )  /  ( 2 L '  )  w o -
b e i  S  t  o .  F a l l s  S  =  o r  w e r d e n  d i e  E l m e n t e  d e r  H a t r i : <  t H l o  a u s
d e n  6 l n  ( 4 . S ? - 4 . 4 1 )  m i t .  a = w ,  / E 6 ( 2 n + 1 ) d 2  I  b e r e c h n e t .
D i e  g e w o n n e n e  l , l a t r i x  t H l c o  w i r d  a n a l o g  w i e  t H l e  i m  B i l d u n g s p r o -
zess  der  6esamtmat r ix  tH l  ausgenutz t .  Dank dern  Ante i l  von  tH lo
i n  d e r  I ' t a t r i > l  t H l  w i r d  b e i  d e r  L ö s u n g  d e r  D i f f e r e n f - i a l g l e i c h u n g
im Innenraum or . ,  das  vorhandense in  des  räuml ich  unbegren=ten
FeIdes  im AuBenrau.n  O.  ber t l cks ich t i 'g t '
4.3. Behandlr:rrg des Anfangswertprobletns zur Bestimmurrg der TELL'
lösung
I m  A b s c h n i t t  4 , ?  w u r d e  d i e  A n f a n g s - R a n d w e r t a u f g a b e  ( 4 '  1 - 4 ' 4 )
in  bezug au f  d ie  räuml i .che  Abhäng igke i t  der  gesuchten  Funk t ion
u(Pr t )  be t rach te t .  Dank der  Anwendung von bes t immten ver fahren
w u r d e  d i e  p a r t i e l l e  p a r a b o l i s c h e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  ( 4 '  1 )
mi t  den zugehär igen Randbed ingungen (4 .2 -4 '3 )  durch  d ie  en tspre-
chende Sys teme von gewöhn l ichen D i f fe ren t ia lg le ichungen ers te r
Qrdnung erse tz t .  D ie  L i l sung des  D i f fe ren t ia lg le ichungssys tems
1ä0t  s ich  in  e iner  ana ly t i schen Form dars te l len .  Zum Be isp ie l
g i t t  f i l r  das  SYstem (4-?6 ,
t u ( t )  )  =  e x p  ( - t c l - t  t H l t )  t u ( o )  )  -
t
-  e x p  (  - t C l -  t  c H : t  )  . ' l e x P  (  t c l -  I
o
/L3
D i e B e z i e h u n g ( 4 . 4 5 ) k a n n m a n l e i d e r n u r i n w e n i g e n F ä l l e n
anwenden, so daß bei der prakt ischen Berechnung die Anfangswert-
a u f g a b e  m i t  H i l f e  v o n  Z e i t d i g k r e t i s i € l r u n g s v e r f a h r e n ,  z ' B '  l i n e a -
ren  l . lehrschr i t t ver fahren  tTB l  behande l t  werden muß '  In  der  L i te -
r a t u r  f 1 r 4 r 4 E t r 5 5 r 9 7 l  w i r d  o f t  e i n  s p e z i e l l e s  E i n s c h r i t t v e r f a h -
ren, die sogenannte 6- l ' lethode, angewandt '
u n.t
U m + 0
U61
tm t t * t
B i l d  4 - 5 -  L i n e a r a p p r o x i m a t i o n  i r n  Z e i t -
i n t e r v a l l  ( t - r t ' , * ,  )
Be i  d ieser  l . le thode w i rd  dag be t rach te te  Ze i t in te rva l l  
' {ü .T '>  rn  I ' t
Z e i t a b s c h n i t t e  ( t _ r t _ * ,  l  * i t  e i n e r  S c h r i t t w e i t e  Ä t = T l l " l  g e t e r l t '
J e d e r n  Z e i t p u n k t  t - = n A t  w i r d  d i e  L ö s u n g  t u ' ) = { u ( t m ) }  d e s  D i { f e -
r e n t i a l g l e i c h u n g s s y s t e m s  t 4 . 2 6 )  z u g e o r d n e t .  I r n  Z e i t i n t e r v a l l
( t  
. t  )  w i r d  d e r  g e s u c h t e  V e k t o r  { u ( t ) }  r n i t  H i l f  e  d e s  L r n e a r -
m 
- I?t+ :1,
a n s a t = e s  ( B i l d  4 . 5 )
{ u * t 6 }  -  e  { u t * l }  +  ( l - € )  { u - } ( 4 . 4 6 )
a p p r o x i r n i e r t ,  w o b e i  6 l  e  i o r l ) .  A u f  ä h n l i c h e  w e i s e  s o l l  a u c h  d e r
E r r e g e r v e k t o r  t F ( t ) ]  a p p r g 1 l t i m i e r t  w e r d e n -  D i e  A b l e i t u n g  t u ( t ) )
w i r d  d u r c h  i h r e n  D i f f e r e n z e n q u o t i e n t
d t u ]  |  -
-   : - l*.9 * ( 4 - 4 7 } .e ^ t ^t
e r s e t z t .  U n t e r  B e r t i c k s i c h t i g u n g  d e r  6 1 n  ( 4 ' 4 6 - 4 ' 4 7 1  e r g i b t  g i c h
a u s  ( 4 . ? 6 ,
( e tH r  *  Ä i  r c t )  t u * *1 )  +  [ < r -e t cH r  -  ^+  t c r ] { u - }  +  ( 4 .4a )
+
'm+0
11
Bedeute t  {c r - }A t  e in  Funk t ionszuwachs,  d -h .
{Lr-*.}  = {u-} + ta-}at ,
s o  e r h ä l t  m a n  a u s  6 1 . ( 4 . 4 € l )  f o l g e n d e  B e z i e h u n g
t d t H l a t  +  t c l l t a m )  +  t H l { u n }  +  o t F - * r }  +  ( 1 - 6 }  { F - }  =  Q
Das Gle ichungssys tem (4 .50)  ges ta t te t ,  den H i l f svek tor
gewinnen und sch l ieß l i ch  aus  der  61 .  (4 .49)  d ie  gesuchte
tu( t ) )  im Zei tpunka a-* .  = t  berechnen.  Der  Anfanqsvektor  tuo]=
= {u (O} }  i s t  du rch  d ie  An fangsbed ingung  (4 .4 }  bes t immt ,  d .h .  {uo }
= ( U  ( P .  )  ) .
O L
Um d ie  abso lu te  S tab i l i tä t  der  numer ischen Lösung mi t  H i l {e
der €- l ' lethode gewtihr leisten zu können, sol l  der Parameter I  die
B e d i n g u n g  e  e  < t / z , t )  e r f u l l e n .  I n  b e s o n d e r e n  F ä l l e n t  w e n n  e -
l /2 ;  2 /37  1  i s t ,  e rhä I t  man en tsprechend:  das  Ver fahren  von
E r a n k - N i c o l s o n !  v o n  6 a l e r k i n ,  s o w i e  d i e  i m p l i = i t e  H e t h o d e  v o n
Eu l  e r .
(4 
-  49)
(4 ,5c ' )
{a-} zu
Funkti on
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5. HI'I.{ERTSCHE BESTII.{I.{UNG DEI' }TITTLEREN ZFITKOXSTANTE
5.1 .  A l lgene lnes
D i e  i m  A b s c h n i t t  3 . 4  d a r g e s t e l l t e  m i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  w u r d e
a ls  bequemer ,  d ie  Dauer  von aper iod ischen Ausg le ichsvorgängen
best immender  Ze i tparameter  in  v ie len  Arbe i ten  ausgenutz t '  l ' l i t
i h re r  H i l fe  wurde von z {urcnrescu tz l  d ie  D i f  f  us ion  des  e lek t ro -
magnet ischen und Tempera tur fe ldes  in  geomet r isch  e in {achen '  le i -
tenden Eeb ie ten  un tersucht .  In  der  Arbe i t  t43 l  haben Hot topan
und Hortopan ; lesswiderstände in Übergangszustand analysiert .  Der
Ze i tkons tan ten  des  Sk ine f fek tes  wurden d ie  Arbe i ten  t67 '6E|1  von
Hocanzu gewidrnet- I rn Feitrag t69l  unterguchte Xocanu die nicht-
stat ionäre Stromverdrängung in einer l " laschinennut von rechteckr-
gem Ouerschn i t t .  Nach Kdr t ley  und Futuyana.  t461,  sowie  H i  lLer
und Hugh.es  t65 l  s te l l t  d ie  mi t t le re  Ze i tkons tan te  e in  Parameter
dar ,  der  von der  Sua l i tä t  des  Absch i r rnsys tems be im Rotor  e iner
S y n c h r o n m a s c h i n e  z e u g t .  D i e  m i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  b i l d e t e  e i n
Thema eah l re icher  Be i t räge von L ipur ts /e r .  (2 .8 .  t57-6O'€ lE l l )  '  i r i
denen n ich ts ta t ionäre  e lek t romagnet ische Prozesge in  bes t immten
räumlich begrenzten und unbegrenzten Anordnungen betrachtet wur-
den. In der l" tonographie t56l  analysierte LipiTts}el  das Eindringen
d e s  e l e k t r o m a g n e t i s c h e n  F e l d e s  u . a .  i n  d i e  l e i t e n d e ,  u n e n d l i c h
ausgedehnte  P la t te ,  in  d ie  Hoh l -  und l ' l ass ivkuge l  ,  sowie  in  den
Hohl- und l" lassivzyLinder bei verschiedener Eestal t  und Lage des
Induk tors .  Untersucht  wurden ebenfa l l s  e lek t romagnet ische Aus-
g le ich=vorgänge in  e iner  rech teck igen und e iner  k re is fö rmigen
Nut  e iner  Asynchronmasch ine ,  in  e iner  Kre issche ibe  und in  e iner
F lußf  t th rung mi t  rech teck igem Gluerschn i t t -
In  den oben angegebenen Arbe i ten  wurde d ie  zur  Ana lyse  des  dy-
namischen Verha l tens  verwandte  mi t t le re  Ze i tkons tan te  ana ly t i sch
bes t i rnmt ,  Auf  d ie  be t rach te te  D i f fus ionsg le ichung wurde zuerg t
d ie  Laptace-Trans format ion  anger randt .  D ie  Trans formier te  der  ge-
suchten  Funk t ion  wurde dann mi t  H i l fe  e ines  ana ly t i schen Ver fah-
rens zur Lösung von Randwertaufgaben berechnet.  Bei räumli 'ch be-
grenz ten  Anordnungen wurde d ie  l ' l e thode der  Var iab len t rennung
t?r56r67r6grBBl  und fü r  räuml ich  unbegrenz te  Anordnungen d ie  F le -
{s
t h o d e  d e r  I n t e g r a l t r a n s f o r r n a t i o n e n ,  = . 8 .  d i e  T r a n s f o r m a t i o n  v o n
F o u r i e r .  B e s s e 1  u n d  H e l 1 i n  t 5 6 r 5 ? . 6 { } 1  a n g e w a n d t .  I n  d e r  A r b e r t
t77) von Purczyr ls]r- i  und Bryha)sF-i  wurde dagegen das nichtstai . io-
n ä r e  F r s b l e m  r n i t  H i l f e  d e s  d i r e k t e n  V e r f a h r e n g  v e n  K a n t o r s w i t s c h
g e l ö s t .  t r l e i l  i n  d i e s e n  A r b e i t e n  a l s  L ö s u n g  d e r  A n f a n g s - R a n d w e r t -
a r - r f g a b e  n i c h t  d e r  Z e i t v e r l a u f ,  s o n d e r n  s e i n e  L a p l a c e - T r a n s f o r -
mier te  ge f  unden wurde,  wurde zur  Fes t i rn r t tL tng  der  Ze i tkons tan ten
s t a t t  d e r  6 1 .  ( 3 .  1 8 )  d i e  ä q u l v a l e n t e  B e z i e h u n g
l i m
g+o
d
äE' f  s u *  ( P ,  s )  J
r ( P )  =
U ( P r O )  -  U ( P r o )
a n g e w a n d t ,  w o b e i  U * { P r s }  d i e  L a p l a c e - T r a n s f o r r n i e r t e  v o n
( 5 .  1 )
u { P . t ) .
d .  h -  U *  { F ,  s )  =  J g [ u  ( F ,  t )  ]  b e d e u t e t .
D i e  a n a l y t i s c h e n  H e t h o d e n  s i n d ,  w i e  d i e  E e r e c h n u n g s p r a l i l s  b e -
w e i s t ,  n l r r  f ü r  d i e  F ä I l e  e i n e r  e i n f a c h e n  E e s t a l t  d e s  L ö s u n g s g e -
b i  e t -es  gee i  gnet .  Be i .  den pra l : t i  schen Prob l  e , rnen der  Technt  i :  be-
g e g e n e t  { n a n  o f t  A u f g a b e n ,  d e r e n  a n a l y t i s c h e  L ö s u n g  e n t w e d e r
n ich t  ge f  unden t " le rden kann,  oder  ss  l : -o rnF l  i= ie r t  i . s t r  daß s ie  f  i j r
e i n e  i n g e n i e u r m ä ß i g e  B e h a n d l r - r n g  v o n  t e c h n i g c h e n  F r o b l e r n e n  k a u m
n ü t r t i c h  i s t .  I n  d i e s e n  F ä l l e n  m u t ß  d i e  n l r t n e r i s c h e  B e r e c h n u n g s -
t e c h n i k  a n g e w a n d t  w e r d e n .
I n  d e m  b i = h e r i g e n  S c h r i f t t u i n  h a t  d e r  V e r f a = s e r  k e i n e  w i s s e n -
s c h a f t l i c h e n  A r b e i t e n  g e f u n d e n ,  i n  d e n e n  d a s  F r o b l e r n  d e r  n u m e r i -
s c h e n  B e g t i m r n u n g  d e r  Z e i t k o n g t a n t e  g e l ö s t  w u r d e .  E i n e  g e w r s s e
A u s n a h r n e  b i  l d e t  d i e  A r b e i t  t 5 7 l  v o n  L i p i r t s i e  r ,  i n  d e r  d a s  A b -
sch i  r rnverha l  ten  i  n  e i  ner  durch  hochper rneab l  e  und I  e i  t -ende Wände
b e g r e n z t e n  z y l i n d e r s y r n m e t r i s c h e n  A n o r d n u n g  b e t r a c h t e t  w u r d e .  D i e
V e r t e i l u n g  d e s  V e k t o r p o t e n t i a l s  w u r d e  d u r c h  e i n e  e i n = i g e  B e = i e -
h u n g  i r n  g a n z e n  l e i t e n d e n  u n d  n i c h t l e i t e n d e n  R a u r n  b e s c h r i e b e n  t t n d
= L r r  B e r e c h n u n g  d i e g e r  d i e  F r e d h o l m g c h e  I n t e g r a l g l e i c h u n g  = w e i t e r
A r t  m i t  d e g e n e r i e r t e m  K e r n  v e r w e n d e t .  D i e  L ö s u n g  d e r  I n t e g r a l -
g I  ei  chung r. lurrde i  rn Forrn ei  ne= I  i  nearen 61 ei  chungssystems da.rge-
stel  I  t  .  Di  e aus dern 61 ei  chutngssystem gewonnenen Hr:ef f  i .  = j -  e,nten
g e s t a t t e t e n  g c h l i e ß 1 i c h ,  d i e  m i t t l e r e  Z e i t k t : n s t a n t e  d e r  m a g n e t i -
s c h e n  I n d u l , : t i o n  i n n e r h a l b  d e r  A b g c h i r r n u n g  = u  b e r e c h n e n .
I n  d i e s e m  l { a p i t e l  w e r d e n  n e u e  A l g o r i t h r n e n  v o r g e s c h l a g e n ,  w e l -
c h e  d i e  a n a l y t i s c h - n u m e r i s c h e ,  s o w i e  " r e i n "  n u m e r i g c h e  A u s w e r -
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tung  der  rn i t t le ren  Ze i tkons tan ten  und des  be t rach te ten  Fe ldes  i rn
Anfangs-  und Endzus tand ges ta t ten .  A ls  H i l f smi t te l  werden
bekannte  und so f twaremäBig  au fbere i te te  Ver fahren  zur  Lösung von
s ta t ionären Randwer tau fgaben adapt ie r t -  D ie  A lgnr i thmen werden
anhand von Berechnungsbeispielen er läutert .  Der Verfasser hat
s i c h  a u f  d i e  D a r s t e l l u n g  e i n i g e r  r e l a t i v  e i n f a c h e r  ( u . a .  a u c h
e ind imens iona le r )  Prob le fne ,  fü r  we lche d ie  ana ly t i sche Lösung
vorhanden is t  en tsch ieden.  Auf  6 rund d ieser  "akademischen"  Be i -
s p i e l e  k ö n n e n  d i e  R i c h t i g k e i t  d e r  g e w o n n e n  E r g e b n i s s e ,  d i e  h f i r k -
samkeit  und insbesoders die Konvergenz der numerischen Lösung
nachgeprrJf t  werden.
Der  Inha l t  des  Kap i te ls  wurde te i lwe ise  in  den f r i lheren  Arbe i -
ten  t12-15r?O-2 l l  des  Ver fassers  verö f fen t l i ch t r  in  denen mi t
H i l fe  der  vorgesch lagenen A lgor i thmen auch andere  Anwendungen
(Berechnung des  ubergangsverha l tens  spez ie l le r  Fe ldprob leme)
ana lys ie r t  wurden.
5. 2. Anwendrrrrg des G.alerklnschen Verfalrrens
5. 2. 1. A.l' lgene-lnes Lösungskonzept
B e i  l i n e a r e n ,  n i c h t = t a t i o n ä r e n  F e l d p r o b l e m e n  i s t  d i e  m i t t l e r e
Ze i tkons tan te  des  Ausg le ichsvorgangs vom Ze i tver lau f  der  Er re -
gung unabhäng ig ,  d .h .  man kann zur  Begt immung der  Ze i tkons tan te
e ine  be l ieb ige  Sys temantwor t "  insbesondere  d ie  Sprungantwor t
( tbergangsf  unk t i  on  )  ausnut=en.
Setz t  tnan d ie  sprunghaf te  ; {nderung e ines  der  Er regervorgänge
{ s i e h e  A b s c h n i t t  4 . 1 )  v o r a u s
U F ( P r t )  =  l ( t ) ' U F ( P )  t
w "  ( P r t ) I  ( t )  ' w
3
1 ( t ) ' w
5
w o  { P r t )  =
w o b e i  l ( t )  e i n e  E i n h e i t s s p r u n g f u n k t i o n  d a r s t e l l t ,  s o  e r h ä I t  . n a n
nach der  Anwendung der  zwe ise i t igen  Lap lace-Trans format ion  das
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s s y s t e m  ( 4 .  l O )  i n  f o l g e n d e r  O p e r a t o r e n f o r r n
( P )
( P )
( 5 .  ? )
4A
IE Y,  t { * .  grad $j = r  . ,  O  -
hf
' g r a d  + . d n  +  J  w . d  d  d l . )  +
i F 
+ L J
2
w
:i,.; [*,öd, oc
!  t u . 6 ^  +  w - ) @  d t -  +
=  
r  
. ' o  5
2
= J[  r+  -  w"öorö,  -  +  srad@o.srad$.  ]dA -
n
+ E
j  = l
t p  =  v / .  ( O ) .  D a s' J o  ' J
f o l g t  d a r s t e l l e n
V .  - f , w - Ö .  Ö .  d O  r  (  r = L , Z ,  .  . ,  n )  t 5 . 3 )' f o O  2 ' r ' J
Sy= tem {5 .3 )  I äß t  s i  ch  i  n  l ' l a t r i ; <sch re i  bwe i  sem i t
w i e
(  t A l  +  s I C ]  )  - [ i P *  ( s )  ] (  { B l '  +  s i D l ' )  r ( 5 . 4 )
t = . 5 )
t 5 . 6 )
d t -  .  t 5 . 7 i
= !
5
wobe i
I w ö d d O
o 2 ' " ' J
.  
' g rad  +  dO +  . rL J F
t
b .  =  / { w  ö  -  w l g r a d @ o ' g r a d @ .  i d O
" O 3 L
n
d  =  I  w  " f w  ö  ö . d O  -  f , w  ö  0 .
"  
, ] r ' J o C  
2  L  J  O  z ' o  L
JF
u n d  i g  ( s )  ]  =  8 t  i i P ( t )  l . l  i s t .
A u s  d e n  6 1 n  ( 4 -  1 4 )  u n d  ( 5 . E } )  f o l g t
f  u n k t i  s n  w  ( F )  .  N i  m m t  m ä n  w  ( P )  = w ,  t P )
d i e  f o l g e n d e  G l e i c h u n g  ü b e r
.fw. grad C w Ö Ö .
. L J
dl- ,
* r ( w  d
F  
4 ' . )
2
+ *o )d"
dfl
d i e  G e g t a l t  d e r
ä R r  s o  g e h t  d i e
( 5 . 8 )
l r l i  cht l tngs-
G I  .  t 5 . B )  i n
( E  q l
U m  d i e  m i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  d e r  F u n k t i o n  U t F r t )  g e w i n n e n  = u
k ö n n e n ,  i s t  e s  v e r t e i l h a f t .  d e n  A u g d r u c k  ( 5 . 1 )  a u g = u n u t = e n .  l { a c h
E i n s e t : e n  d e r  N ä h e r u n g s l ö s u n g  ( 4 , 5 )  i n  d i . e  G l  .  { 5 .  1 )  !  e r g i b t  g i c h
.  
=  " f w  t U  t P )  -  Q o { F )  l C  d Or  ( ) 2  O
T ( P ) =
r l *
i { ö ( F ) l ' . I i m  L  t s t ü  ( s ) i l ) '' 0 5
5+O
,  
( 5 -  1 { i )
U o  ( P )  -  C o  ( P )  -  {  { 6  t P )  } ,  t t t r t t + o )  i . :
w o b e i  . i ' r ' i  e i n  S k a l a r p r o d u k t  d e r  n - d i r n e n s i o n a l e n  V e k t o r e n ,  z . B .
i  ' [ö] '  ,  t l t l l .  ] -  = E Qry, symbol i  s i  ert .
t = L
Die  Lösung des  Sys terns  t5 .4 )  kann rnän f  o lgender rnaßen dar -
s te l  I  en
ß
{ ü * ( s ) ; . =  I  ( t A l  +  s t c l } - l t { B l - +  s t D } )  .
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D a r a u s  f o l g t  u n m i t t e l b a r
{ i P ( t + o ) }  =  I i m f s t g * ( s ) } l  =  t A l - t { B l -
5+o
und
f s { ! ! r ( s ) } l  =  E A I - r ( t D }  t c l t A l - t t B } } .  ( 5 - 1 3 }
B  e  w  e  i  s  d e r  B e z i e h u n g  ( 5 . 1 5 ) :
D i e  i n  d e r  6 1 .  ( 5 . 1 3 )  a u f t r e t e n d e  A b l e i t u n g  I ä B t  s i c h  w i e  f o l g t
berechnen
r l l
f g  t s t v  
( s ) ) l  =
=  [ t  c n :  +  s t c ]  I  
- r  (  t B ]  +  s t D ]  ]  ]  ( 5 -  1 4 )
=  [ t f n f  +  s t t r ] l - r ] ' t < n l  +  s { D } )  +  ( t A l  +  s f C l l - 1  t t B l  +  s t D } ) '
=  ( t A l  +  s t c l l - l  f - r c : t r R :  +  s f c l l - 1  ( t B )  +  s { D } )  +  t D } ]
Be i  der  l " la t r i xd i f  " fe ren t ia t ron  wurden d ie  im Anhang A angegebenen
Beziehungen (42-A5) ausgenutzt.  t ' t i t  dem Grenzübergang s+O er-
h ä l t  r n a n  a u s  t 5 . 1 4 )  d i . e  6 l  .  ( 5 .  1 3 ) .
S c h l i e ß l i c h  e r h ä l t  m a n  d i e  B e z i e h u n g ,  d i e  i n  e i n f a c h e r  l { e i s e
d ie  Berechnung der  rn i t t le ren  Ze i tkons tan ten  des  Vorgangs U(Pr t )
gestattet
< t , i ö  ( p )  ) ,  t A l - t  (  t D l  t c l  t A l - t  t B )  I  >
r ( P )  = .  ( 5 .  l 5 )
u o ( P )  -  c o t e l  -  < { 6 ( P ) } , t A l - t t B l >
l ' l an  kann berue isen,  da8 wenn d ie  Funk t ionenfo lge  tC.  (P) ) l= r  e in
l i n e a r  u n a b h ä n g i g e s  S y s t e r n  b i l d e t ,  i s t  t A l  e i n e  r e g u l ä r e  l " l a t r i x .
Durch  en tsprechende Umformungenr  d ie  den Rang der  l la t r i x  be ibe-
ha l ten ,  kann man tA l  (ebenso w ie  tE l )  au f  d ie  Erammsche l ' l a t r i x
zurück führen.  D ie  F la t r i x  tA l  bes i tz t  somi t  e ine  inverse  l ' l a t r i x
t A l -  r  .
D i e  g e w o n n e n e  A b h ä n g i g k e i t  ( 5 . 1 5 )  b i l d e t  e i n e  V e r a l l g e m e i n e -
rung der in der Arbeit  t?Ol von Brylea.Lski  und Krason angegebenen
B e z i e h u n g  ( 1 5 ) .  S e t z t  m a n  v o r ä u s ,  d a 8  d i e  F u n k t i o n  U ( P ' t )  a u f
d e m  R a n d  I -  n u r  d i e  D i r i c h l e t s c h e  R a n d b e d i n g u n g  U ( P r t )  =  1 ( t l U F t
sowie  d ie  homogene Anfangsbed ingung er f t l l l t ,  und  daß ke ine  inne-
( 5 . 1 1 )
( 5 .  1 2 )
d
I l f l l  -
o 5
5+o
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ren  Glue l len  vorhanden s ind ,  so  erg ib t  s ich aus der
t  ( P )  =  -  { { o ( P } } . t A l - t t D } } / u r  r
6 1 .  ( = .  1 5 )
( 5 . 1 6 )
der hfärmeübertra-
B i ld  5 .  1 .  Erwär rnung der  unend-
l i ch  ausgedehnten  P la t te  durch
ei nen hfärmef I uß q
f T  l d r
- =
Ex2 ?' fü
-  d ie  Tempera tur le i tzah l  bedeute t -  Das  Tempe-
er f i l l l t  f t l r  t>O d ie  "gemisch te"  Randbed ingung
w o b e i  a u g  E l . ( 5 . E l )  f o l g t
d. -  -Ur ' fw.Ö. dQ - (5 '  17iL  r  
a -  
L
D i e  B e z i e h u n g e n  ( 5 . 1 6 )  u n d  ( 1 5 )  i n  A r b e i t  C ? O l  s i n d  ä q u i v a l e n t .
A. 2. 2. Bereclrnrrrrgsbei spl eI e
Be iss ie l  1 :  Ze i tkons tan te  des  b tä rmefe ldes  in  e iner  ebenen P la t te
E i n e  e b e n e  P l a t t e  d e r  D i c k e  a  ( B i l d  = . 1 )  w i r d  m i t  d e i n  d u r c h  d i e
e ine  Ober f läche be i  x=O e indr ingenden kons tan ten  l ' l ä r rne f luß  q
erwärrnt,  während auf der anderen Oberf läche (x=a) der hfärmeaus-
tausch mi t  der  Umgebung s ta t t f inde t .  D ie  Au8entempera tur  sowie
die Ternperatur der Umgebung rr i rd als Nul l  angenornmen. Vorausge-
s e t z t  w i r d ,  d a ß  a l  l e  S t o f  f  w e r t e :  d i e  t { ä r m e l e i t f  ä h i g k e i t  ( \ )  '  d i ' e
spez i f  i sche l lä rme (co)  r  d ie  D ich te  (p l  und
gungskoe{ . t i z ien t  (a )  e inen kons tan ten  h fe r t  au fwe isen.
-
-----t>
+
_-----.--l>
0 +
v
+
+
+
...+
D i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  f ü r den be t rach te ten  Fa l l  lau te t
,  f t l r  t>O, O<x<a , ( 5 , 1 A )
wobe i  x  =  \ /  (c "p)
r a t u r f e l d  T ( x r t )
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ü f q
- + - =irx. )*
d r * 3 r
Ax. X
6
x )  z c a f
- - l - -  )a )  ^  /
I-
i .  =: i
* !  
{
o ,
( i - l )  (  j - r  )
i + j  <  5
,  i + j  >  3
( 5 .  1 9 )
( 5 . 2 0 )
t
( 5 .  " 1 )
6 1 e i -
( 5 . 2 ? )
( 5 . 2 4 )
O r f ü r x = 9 ,
- O ,  f t J r x = a
Ana lv t i sche Lösuno
Die mit  Hi l fe der I ' lethode der Trennung der
Lösung des Randwertproblems (5. t8-5.20) kann
Form dars te l len
Vari  abl  en
rRan i n
f ^
ll exp | -ric r L "cos  (7 .
geufonnene
fo lgender
"tl
^ t )
wobe i  yL  d ie  au fe inander fo lgenden pos i t i ven  b fu rze ln  der
chung rtgr = Bi und Bi = cra./) |  die Biot-Zahl s ind.
A u s  d e r  B e z i e h u n g  ( 3 . l E l )  { o l g t  d i e  m i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  d e s
V e r l a u f s  ( 5 . 2 1 )
r ( x n t ) = T [ # - 1
,?1, - =tl;i']
@
f  cos (y.  i l
\  
- L  
aL M 'L = l  - L L  T J
2a2
z ( x )  =
- [ # . ' - ä ]
Numerische Lösunq
?ur Li5sung des Randwertproblenrs mit  Hi l fe des 6alerkinschen
Ver fahrens  werden d ie  Koord ina ten funk t ionen @.  in  fo lgender  6e-
stal t angenomrnen
f  t ,  i = l
0 .  ( x )  =  I  -  - i - l  t S . Z 3 )' i  
l f l l -  i > r
L  L a J
Die  E lemente  der  en tsprechenden l la t r i zen  lassen s ich  nach den
G l n  ( 5 . 5 - 5 . 9 )  b e r e c h n e n
Biä . = -
L J  ä
i + j - 3
i +  j  I
5e
( 5 . 2 5 )
i = 1
i l. I
( 5 . 3 6 )
( 3 . ? 7 )
L
I n  A n l e h n u n g  a n  d i e  6 1 n  ( 5 . 1 5 )  u n d  ( 5 . ? 4 - 5 . ? 7 )  w u r d e n  n u m e r i -
sche Auswer tungen durchgeführ t  und d ie  gewonnenen Ergebn isge rn i t
d e r  e r : a F : t e n  L ö s u n g  ( 5 . ? 2 )  v e r g l i c h e n .  I n  d e r  T a b e l l e  5 .  I  w e r d e n
d i e  E r g e b n i s s e  d e r  f o l q e n d e n  N ä h e r u n g e n  ( n = 3 r 3 r 4 r 5 )  d e r  n o r m i e r -
ten  Ze i tkons tan te  ' r '  =  rx /a . "  = . r=**mengeste l  1 t .  D ie  angegebenen
Werte zeugen vc:n der l . ionvergenr der vorgeschlagenen l" lethode. Für
n = 6  w a r  d e r  r e l a t i v e  F e h l e r  k l e i n e r  a l g  1 Ö - 6 .
T a b e l l e  5 .  l . E r g e b n i s s e  d e r  n u m e r i s c h e n  B e r e c h n u n g
d e r  n o r n i e r t e n  Z e i t k o n s t a n t e  r  i n  e i n e r  e b e n e n
P l  a t t e
: r . / a
o . ö o .  ? 5 { ] . 5 ü . 7 5 1 . r f
B i
?
3
4
E
J
6erLau
t .  r 6 b 7
L .  L ä ä 7
1 .  1 ö 6 7
t .  t a ä 7
t .  1 6 6 7
1 .  ? 1 4 3
L -754b
1 ,  " 9 ? l
1 .  ? 9 ? 1
r . 2 9 9 1
1 . ? 7 7 4
1 . 4 0 ? B
1 . 4 ( ) 3 E }
1 . 4 ' ] ? A
r  . 4 0 2 4
t . 3 b & 7
L - +7?"
L . 4 7 ? 9
L . 4 7 2 9
r . 4 7 2 9
1 . 5 0 1 1 ü
1 . 5 0 { ) O
1 . 5 ü ( J 0
1.SrJr lo
t . 5 0 0 0
?
3
4
5
6erlclu
. 4 7 7 7 8
. 4 7 7 7 8
-47778
. 4 7 7 7 8
. 4 7 7 7 4
.48947
.55855
. 5 6 6 7 8
.5  b678
. 56674
.5( )95"
. 6 3 4 5 2
.6,34=2
- 6,3432
.63452
. 5 5 1 E } 5
. bs7ä?
. 6 B O J ?
. 6 8 0 3 ?
.64032
.7Ooö(l
.7üAOO
.700t )0
.70(}{}fJ
.70ooo
1 0 2
3
4
5
Eendu
. 4 0 3 0 3
- 40303
.403üf ,
.4ö3 ' ]3
- 40303
.4(]4El?
.473o{f
4 4 4 1 9
4 8 4 1 9
44419
-  41944
.54444
-34444
. = 4 4 4 4
. 5 4 4 4 4
.44324
. 6 0 5 9 5
.58J6f,
. 5 8 3 6 3
.5   8   36   3
.6rlooo
.6()üt}{}
.6(}{]{)(f
.6000(]
- 60000
E e i s p i e l  2 :  Z e i t k o n g t a n t e  d e g  W ä r m e f e l d e s  i n  e i n e m  u n e n d l i c h
l a n g e n  K r e i s z y l i n d e r
E i n  u n e n d l i c h  l a n g e r  l { r e i s = y l i n d e r  m i t  d e m  R a d i u s  R  ( B i l d  5 . ? )
w i r d  d l t r c h  i n n e r e  t r l a r m e q u e l l e n  k o n s t a n t e r  L e i s t u n g s d i c h t e  q _  e r -
t ^ rä rmt ,  während au f  der  Außenf  läche der  Wärmeaustausch mi t  der
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umgebung au f t r i t t .  D ie  Anfangs tempera tur  sowie  d ie  Tempera tur
d e r  u m g e b u n g  i s t  g l e i c h  N u l I .  V o r a u s g e s e t = t  w i r d .  d a ß  a l l e
S t o f f w e r t e :  d i e  h f ä r m e l e i t f ä h i g k e i t  ( \ )  r  d i e  s p e z i f  i s c h e  l { ä r r n e
(c  ) ,  d ie  D ich te  (p )  und der  h lä r6eüber t ragungskoef f  i z ien t  (c r )p
einen konstanten lr lert  auf weisen.
I  q rod  T  ' -dT
- t -
B l l d  5 . 2 .  E r w ä r m u n g  d e s  u n e n d -
l i c h  I a n g e n  K r e i z Y l j . n d e r s  d u r c h
i nnere tr lärrnequel I  en konstanter
L e i s t u n g s d i c h t e  q
D a s  n i c h t s t a t i o n ä r e  T e r n p e r a t u r f e l d  T t r ' t )  e r f Ü l 1 t  l n  d l t s e m
B e i s p i e l  d i e  i n h o m o g e n e  W ä r m e l e i t u n g s g l e i c h u n g
f 'r
Erz
mi t  x  =  \ /  (c  p ) ,  d ie  hornogene Anfangsbed ingung und fü r  t>O gemäß
P
dern Newtongchen Eesetr folgende Randbedingung
# * f l r = o ,  f t l r r = f t
\-/
t a T _ l
r f ü z c
AT 
qv
4. 
- 
1- , für tZO' OcrcR ' t5 .  ?E l )
( 5 . 2 9 )
Analyt ische Lösuncr
D ie  Lösung der  Anfangs-Randwer tau fgabe (5 -2E} -5 .?9)  kann fnan
mi t  H i l fe  der  l ' l e thode der  Trennung der  Var iab len  gewinnen.  Der
n i c h t s t a t i o n ä r e  T e m p e r a t u r v e r l a u f  l ä ß t  s i c h  w i e  f o l g t  d a r s t e l l e n
- r ( zJo (f. fur exn [-r
o
r ( r , t , = o ä l  [ ,  + * # r  * I
i .  = 1
äl
y "  { F . i " *  y : ) J o ( r .  )
( 5 . 5 0 )
wobe i  fL  d ie  au fe inander fo lgenden pos i t i ven  Wur=e ln  der  61e i -
c h u n g  B i . J o ( f )  =  y J ^ ( y ) i  J o ( f )  r J r l T )  -  d i e  B e s s e l - F u n k t i c r n e n  u n d
Bi = aFl. /X die Biot-Zahl bedeuten.
D ie  mi t t le re  Ze i tkongtan te  des  Ver lau fs  (5 .30)  lau te t
gRz Bi
ü
Y
L
i  = t
Numerische Lösuna
blerden die Koordinatenfunkt ionen wie
r  ( r )  =
Jo (r. [ t
.  
( 5 . 3 1 )
( B i z  *  y : ) J o ( y .  )
folgt  angenornmen
l = 1
( 5 . 5 ? )
i  > 1
F l a t r i x k o e f f i z i e n t e n
i + j  -  2
* f t -  t "  *
L R t # l 1ri
O.  ( r )  = I  
t '
t [ ä ]'-',
( 5 . 5 - 5 . 9 )  d i eso erhält  man aus den
= B i +
EI
1
L J
o ,
(  i  - l  )  t j - 1 )
i + . i - ?
r  i + j  >  7
( 5 . 3 f , )
( 5 . 3 4 )
( s . 3 5 )
L J
R2
T
R " q
i + j
I
v
L ^ i + l
d .  - o
L
( 5 . 5 6 )
Die Ergebnisse der numerischen Auswertungen der normierten
Z e i t k o n s t a n t e  r .  =  : - n / R z  w e r d e n  f ü r  ( n = Z r 3 1 4 1 5 )  i n  d e r  T a b e l l e
5 . 2  d a r g e s t e l l t  u n d  r n i t  d e n  e x a k t e n  W e r t e n  ( 6 1 .  ( 5 . 5 1 ) )  v e r g l i -
chen.  Be i  n  =  6  ha t te  d ie  numer ische Lösung e inen re la t i ven  Feh-
l e r  v o n  1 o - 5 .
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Tabe l le  S .2 .Ergebn isge der  numer ischen Berechnung
der  normier ten  Ze i tkons tan te  r  in  e inem unend-
l i c h e n  K r e i s z Y l i n d e r
r l R
Bi
o . o o , 2 5 o . 5 0 . 7 5 1 . O
1 ?
3
4
5
.63333
.65000
-6,45 24
.64543
.61544
. b?9b3
.6,425,3
- 643q2
- 6.4370
.64770
.62500
,65656
. ä376'6
-6,377FJ
- 69/78
. 6 1 9 0 5
.6,3077
.62985
.6 .779t
- 640'
. 6 1 1 1 1
.62sOO
.6?500
.6?300
. 625,0.0
SCrralJ
5 ?
5
4
E
6efaau
. ?5345
.278,57
-26,El'37
.?6q64
. 26e64
.2307"
- ?6355
-?665.6
.?äba7
. 26607
.24583
.?5717
.2552E}
.25,357
. 25567
.23636
.24179
. 2 5 9 1 3
.?3924
. 23924
. 2 1 1 1 1
.2?500
. ?2500
, ?2500
.22500
1 ( ) 2
3
4
5
.?o942
. ?3750
- ??560
.7?7ÖA
.2frO4
.?o74L
.2?033
. ?25E}6
.2732?
- 22329
.20385
.?Ü.7?o
.  ? 1 1 6 5
. 2 1 ? O l
. 21 201
. 1 9 5 8 3
. r9-706
. 1 9 3 5 6
.15377
. 1 0 9 7 7
.  1 6 1 1 1
. 1 7 5 0 0
. 1 7 5 0 U
. 1 7 5 C ' 0
. 17500
6cf\.4l7)
* . } *
D ie  in  den Be isp ie len  I  und 2  gewonnenen Ergebn isse  beure isen
d i e  O r t s a b h ä n g i g k e i t  d e r  m i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e  ( s i e h e  T a b e l l e
5 . 1  b z w .  5 . ? ) .  I n  d e r  p h y s i k a l i s c h e n  I n t e r p r e t a t i o n  b e d e u t e t
d i e g e  A b h ä n g i g k e i t  d i e  j e w e i l i g e  D a u e r  d e s  A u s g l e i c h s v o r g a n g s  i n
bes t immten Punkten  des  un terguchten  6eb ie tes .  Zum Be isp ie l  zeugt
d ie  ver te i lung  der  Ze i tkons tan te  in  der  durch  e inen wärmef luß
erwärmten p la t te  (Tabe l le  5 .1 )  von  der  R ich tung der  Ausbre i tung
des Tempera tur fe ldes :  v13n der  e rwärmten Ober f läche x=O (der
k le in= te  Wer t  von  r ,  )  zur  Ober f läche x=a (der  g rößte  h le r t  von
T ' ) .
5.3. Anwendnrrg der lr{ettrode der finLten Elernente
5. 3. 1. All.geneLnes Lösungskonzept
Dank der  f in i te  E lemente-  und be i  o f fenen Fe ldprob lemen auch
d e r  i n f i n i t e  E l e r n e n t e - F o r m u l i e r u n g  w u r d e  i m  A b s c h n i t t  4 . 2 - 2  d i e
A n f a n g s - R a n d w e r t a u f g a b e  ( 4 . 1 - 4 . 4 )  a u f  d i e  L ö s u n g  d e g  r e g u l t i e -
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renden 6esamtd i f fe ren t ia l  g l  e ichungssys tems <4.2ö- ,  zurückgeführ t -
Urn  d ie  Ze i tkons tan te  des  un tersuchten  D i f fus ionsv( ] rgangs  be-
s t i r n m e n  z u  k ö n n e n ,  s o l f  d i e  F u n k t i o n  U ( P r t )  a l s  S p r u n g a n t w o r t
betrachtet werden. Setzt man einen sprungförmigen Erregungsvor-
gang (s iehe d ie  Bez iehungen (5 .2 )  )  vorausr  so  erhä I t  rnan das
Gle ichungssys tem (4 .26)  in  fo lgender  opera toren form
t H l { u r }  +  t C l ( s t u * }  -  t u } o )  +  t F * }  =  Q ,
w o b e i  t u * )  d i e  L a p l a c e - T r a n s f p r m i e r t e  d e s  V e k t o r s  { u ( t ) } ,  d . h .
{u* }  = l9Etu} l  bedeute t .  Da der  Vek tor  tF r }  d ie  Er regung vor -
s te l l t ,  e rg ib t  s ich  un ter  Ber t l cks ich t igung der  Voraussetzung
( 5 . 2 )
t F * )  =  5 ,  t { F }  .  ( 5 , 3 4 )
Die Lösung des Ele ichungssystems (5.34)  lautet :
{ u * }  =  s  t t t H :  +  s t t r l ) - l  ( t c l s t u } ^  -  { F } )
Daraus fo lgen wei tere Beziehungen:
{ u ( t + o } }  =  l i m  ( s { u * } }  =  t c l - t f t r J { u } o  =  ( u } o  ,
g+@
t u ( t - + c o ) ]  =  l i m  ( s { u * } )  =  - E H l - t t F }
5+o
und
d -  t = t , r * ) l  =  t H l - t  t t r l  ( t , r ]  t u ]  - )t r m  ; g  o  - - - o -5+o
+  ( t H l  +  s E c l ) - i
=  ( t H l  +  s t E l ) - r
( 5 . 5 7 )
( 5 . 3 9 )
( 5 . 4 0 )
( 5 . 4 1 )
( 5 . 4 2 )
B  e  w  e  i  s  d e r  B e z i e h u n g  ( 5 . 4 2 ) :
D i e  i n  d e r  6 1 .  ( 5 . 4 2 )  a u f t r e t e n d e  A b l e i t u n g  k a n n  m a n  w i e  f o l g t
berechnen
$ =  r = r , r * r r  =  5 = [ t r n :  +  s t c ] ) - 1 ( t t r l s { u } o  t F } } ]
=  - ( t H l  +  s t c l l - l c t r : ( t H l  +  s E C l ) - r ( t t r J s t u l o  t F ) )  +
( 5 . 4 5 )
t t r l  tu)
o
t c l  f { u } ^  (  t H l  +  s t c l  )  
- r  (  t t r l s t u } ^  -  r F }  )  ]- - - L - - - o  ö
Bei  der  l , la t r i xd i f fe ren t ia t i sn  wurden d ie  i rn  Anhang A angegebenen
Bez iehungen (A2-A5)  ausgenutz t .  Unter  Ber iJcks ich t igung der  61 .
( 5 . 3 9 )  e r g i b t  s i c h  s c h l i e ß l i c h
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d
d s f s { u r } l  =  ( t H l  +  s f t r l l - r t c l t t u }  -  s { u * } ) ( 5 . 4 4 )
( 5 . 4 5 )
( 5 . 4 6 )
gegeben
l . l i t  dem Erenzübergäng s - -+O erhä l t  man d ie  Bez iehung (5 .42) .
'  A u s  d e n  6 l n  ( 5 .  1 )  u n d  ( 5 . 4 2 )  f o l g t  d i . e  m i t t l e r e  Z e i t k o n g t a n t e
des  r . i ch ts ta t ionären Ver lau fg  U(Pr t )  in  den E lementeknoten
r i  =  u " /  ( t , o  -  t , - ) t
wobe i  v .  d ie  E lemente  des  H i l f svek tors
L
t v )  =  E H I -  t  t E l  (  { . r }  { u }  )
o @
bedeuten  und u .  .  t r .  durch  d ie  Ausdr t i cke  (5 .4O-5 .4 f  )
L O '  L @
s i n d -
Auf  Erund der  6 In  (5 .40-5 .41)  und (5 .45-5 .46)  kann man den i rn
B i fd  5 .3  darges te l l ten  A lgor i thmus der  numer ischen Best i rn .nung
der  rn i t t le ren  Ze i tkons tan te  mi t  H i l fe  des  FE-Ver fahrens  kons t ru -
ie ren .  Der  A lgor i th rnus  bes teh t  dar in ,  daß ,nan zwe i  E le ichungs-
sys teme mi t  e iner  gemeinsarnen Haupt rna t r i x  (S te i f  igke i tsmat r ix )
tH l  lösen rnuß.  Wei l  das  ers te  Sys tem =ur .Bes t i rn ,nung e ines  s ta -
t ionären Zus tandes f i Jhr t ,  kann d ie  vorhandene Sof tware  fü r  s ta -
t ionäre Randwertaufgaben ausgenut=t werden. Das =weite Systernt
we lcheg d ie  Auswer tung des  H i l fgvek torg  {v }  ges ta t te t t  un ter -
s c h e i d e t  = i c h  n u r  d u r c h  d i e  E e s t a l t  d e r  r e c h t e n  S e i t e .  U m  i h r e
Lösung =u bekorn .nen,  i s t  nur  e ine  ger inge l {od i f  i ka t i sn  des  Pro-
gramms erf  order I  i  ch,
Bei der l ' lethode der f  in i ten Elemente wird eur Lösung des 6e-
samtg le ichungssys tems o f t  d ie  Eaussche E l im ina t isn  verwendet
83718 '4 , -9E}1 .  be i  der  sowoh l  der  Vek tor  der  rech ten  Se i te  a ls
auch d ie  Haupt rna t r i x  gewissen Umformungen un ter l iegen.  Da nach
der  Lösung des  6 Ie ichungssys tems d ie  in  e ine  Dre iecksmat r ix  L r rn -
gewande l te  tH l -Hat r i x  n ich t  mehr  gebraucht  w i rd t  kann der  von
ih r  b isher  e ingenornmene Spe icherp la tz  f  i l r  d ie  Berechnung der  l la -
t r i xkoef f i z ien ten  von tC l  benut= t  werden.  Nach der  Auswer tung
v o n  t F l  =  t C l ( { u } o -  { u } - )  k a n n  r n a n  d i e s e n  P l a t z  w i e d e r  f i J r  d i e
Eesta l tung der  neuen Ste i f igke i tsmat r ix  tH l  verwenden.  Das
nach den angegebenen Regeln geschriebene tromputerprogra{nrn wird
s ich  durch  e ine  op t ima le  und sparsarne Spe icherp la tzverwa l tung
ausze i  chnen.
5A
S t a r t
Disk reti sierunll des Grundgebieües
O in { intte Flemente {Ze
lst der stotionÄre Zustond t u ] ". bekonnt ?
bestirn.rng der Stei{igkeitsmqtrix [{]
und des Vektors {r} noch den Gtn
(r* rg) und (+.2o1
lösung des Gteichungsslstetns
t + r l { u J - =  - { r }
titUung des Anlongsve ktors {u}o
noch der Sedingung U.1)
bestimrnunft der üossenmotrix [C] noch de' Gt.
(4.rc) mit der Nutzung des bisher von [+{]
besetzten SpeicherPlotzes
3etimmung des VeLtors {r} ous der Gleichung
{ r } , =  t c l ( { u } o -  t u i * )
und der Steif iokeitsmotrix [] t l  noch der Gt'
(4. ra) mit Xüttung des bisher von tcl
besetztcn SpeicherpIotzes
Lösung. des Gteichungssgstems
I+rJ{v}  =  t r j
testinnmung der m'tttleren Zeitkonstonte t;
in den Ile rnenteknoten
t 1 : -  v ;  / ( u i o -  u i o o )
B i I d  5 , 3 .  B l o c k d i a g r a m m  z u m  A l g o r i t h m u s  d e r  B e r e c h n u n g
der  mi t t le ren  Ze i tkons tan te  mi t  H i l fe  des  FE-Ver fahrens
5S
5. 3. e. Berechrnurrgsbelspiele
B e i s o i e l  5 :  Z e i t k o n g t a n t e  e i n e g  D i f f u s i o n s v o r g a n g s  i n  e i n e m  h o -
tnogenenr  zY l indr igchen Stab  end l icher  Länge
Durch sprunghafte Erregung auf der Oberf läche eines homogenen
zy l indr ischen Stabes  mi t  dem Rad ius  R t rnd  der  Länge l=Zh w i rd  im
Inneren e in  D i f fus ionsvorgang verursacht .  Das  n ich tg ta t ionäre
S k a I a r f  e l d  U ( r r e r t ) ,  z . B .  d a s  T e m p e r a t u r f e l d ,  e r f i J l l t  i m  E e b i e t ;
O<rSR,  -hczch fo lgende D i f fe ren t ia lg le ichung
u " *
Er2
f u
+ - =
azz
I d U
r lrr D # ,  f ü r t z o , ( 5 . 4 7 )
w o b e i  m i t  D  d e r  D i f f u s i o n s k o e f { i z i e n t  b e z e i c h n e t  w i r d .  d i e  h o r n o -
gene Anfangsbed ingung und d ie  D i r i ch le tsche Randbed ingung
U ( R r : r t )  =  U ( r r t h r t )  =  1 ( t ) U F ( 5 . 4 4 )
AnaI yt i  sche Lösuncr
Die exakte Lösung der Anfangs-Randwertaufgabe wurde von Si i to-
ra  und L ip t t l she  in  der  Arbe i t  fBB l  angegeben.  Der  Ausg le ichsvor -
gäng kann rnan in  Opera toren fo .m dars te l len
crr (f€Il- z ) f  " ( - l ) ^ s D  I  ( c r  r )  1
+  \  o  o  c o s m z  L t = . + s l
/  hmcrz r  (a R) |" - ' - -  
o  
- o  
o - - -  J
u * ( r r z r s )  =  ä
ch ( /sD h)
f r=  O
n o b e i  m = ( 2 n + 1 l . r . /  ( ? h )  u n d  s f  - s s z + s D  s i n d .  D i e  r n i t t t e r e  Z e i t k o n -o
s tan te  des  Ver lau fs  (5 .49)  lau te t
@
f  . z  z  ^  F  ( - l ) ^  r  ( r n r )  l
r t r , z )  = p l " ; =  - ; )  . - -  o  c c r s m z l ,  ( 5 . 5 o )
L  
*  "  /  m -  r o ( m R )  J
n = O
w o b e i  I  ( . . . )  d i e  r n o d i f i z i e r t e  B e s s e l - F u n k t i o n  i s t .
o
Numerische Lösunq
D i e  A u f g a b e  w u r d e  n u m e r i g c h  r n i t  H i l f e  d e s  i m  B i l d  5 . 3  d a r g e -
stel l ten Algori thmus gelöst.  Aus Symmetr iegrt lnden wurde das 6e-
b ie t :  OSTSR,  O<zSh bet rach te t  und in  52O l ineare  Dre ieckse le tnen-
t e  u n t e r t e i l t .  D i e  m i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  d e s  D i f f u s i o n s v o r g a n g s
im Zy l inder  wurde in  294 E lementeknoten  ge funden und mi t  der
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exak ten  Läsung (5 .50)  verg l i chen.  Zum Be isp ie l  wurden in
I l i t te der Anordnung die Ergebnisse der numerischen Rechnung
e inem re la t i ven  Feh ler  von  11  1  7 .  gewonnen '
Be iEp ie I  4 :  Ze i tkons tan te  e ines  D i f fus ions 'vorgangs '  in  e inem in -
homogenen Tyl inder endl icher Länge
Im vorigen Beispiel  r+urden homogene Eigenschaften des betrachte-
ten  6eb ie tes  vorausgesetz t ,  d .h .  a l le  S to f fwer te  insbesondere
der Dif fusionskoeff  iz ient D wurden konstant angenc,Jn{nen- Fal ls
der  Koef f i z ien t  D n ich t  kons tan t  sondern  or tsabhäng ig  i s t '  s tößt
da= Auf f inden der  ana ly t i schen Lösung der  E t .  (5 .47)  au f  Schwie-
r igke i ten .  Es  w i rd  i rn  we i te ren  d ie  Anfangs-Randwer tau{gabe
(8 .47-5 .4€ l )  un ter  der  Voraussetzung be t rach te t ,  daß s ich  der  Ko-
e f f i z i e n t  D  g e b i e t s w e i s e  ä n d e r t  ( B i l d  5 . 4 )  '
B i l d  5 . 4 .  T y L i n d r i s c h e r  S t a b  e n d l i -
cher Länge rni t  inneren 6ebi.eten
Numerische Lösuncl
D ie  nurner ischen Berechnungen wurden be i  der  Or tsd isk re t i s ie -
rung w ie  im Be isp ie l  3  (52O Dre ieckse lemente ,  294 Knoten)  un ter
Annahme versch iedener  l {e r te  von D durchgef t ih r t .  In  den B i ldern
5 . 5  u n d  5 . 6  w i r d  d i e  r ä u m l i c h e  V e r t e i l u n g  d e r  L i n i e n  T ' =  c o n s t
d e r  n o r m i e r t e n  Z e i t k o n s t a n t e  r ' =  r /  ( D R 2 )  i m  I n n e r e n  d e s  Z y l i n -
der
m i t
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d e r s  d a r g e s t e l l t .  D i e  L i n i e n  w u r d e n  m i t  d e m  Z u w a c h s  v o n  Ä r ' = O r O l
geee ichnet ,  wohe i  der  P fe i l  d ie  Zunahmer ich tung der  h fe r te  von
T '  s y m b o l i s i e r t .
In  den B i ldern  5 .6a-d  werden Ergebn isse  nurner ischer  Berechnun-
gen be i  versch iedenen h fer ten  von D präsent ie r t .  Be i  e inem großen
B i l d  5 . 5 .  V e r t e i l u n g  d e r  n o r m i e r t e n
Ze i tkons tan te  in  e inem homogenen
Z y L i n d e r  ( v e r g l e i c h e  B e i s p i e l  3 )  b e i
R = h
E i l d  5 . 6 .  V e r t e i l u n g  d e r  n o r m i e r t e n  Z e i t k o n s t a n t e
in  e inem inhornogenen Ty l inder  be i  R  =  h  und:
a )  D r =  D ;  D r =  D " = l o D i  b )  D r =  D ;  D " =  l o D ;  D " =  o t l D ;
c )  D r =  D ;  D r =  o r l D ;  D " = l o D ;  d )  D r =  D ;  D r =  D " =  o ' l D
6e
h ler t  des  D i f {us ionskoef f i z ien ten  is t  i rn  en tsprechenden 6eb ie t
des  Zy l inders  e ine  bedeutende Verd ich tung der  L in ien  von T '  be-
merkbar ,  d .h -  zum Durchdr ingen des  Störungs fe ldes  durch  d ieses
Eeb ie te  i s t  e in  en tsprechend größer  Ze i tumfang er fo rder l i ch .  E in
k le iner  Wer t  von  D verurgacht  dagegen das  Ersche inen nur  vere in -
z e l t e r  L i n i e n  v o n  T '  ,  d . h .  d a s  b e t r a c h t e t e  G e b i e t  i s t  f ü r  d a s
d i f f u n d i e r e n d e  F e l d  s c h n e l l  z u  d u r c h d r i n g e n .
D ie  vorges te l l ten  Be isp ie le  zeugen von der  p rak t ischen Ver -
w e n d b a r k e i t  d e r  m i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e -  S i e  i s t  n i c h t  n u r  e i n
bequemer ortsabhängiger Zeitparameter,  welcher ein l ' leß fur die
Dauer  e ineg D i f fus ionsprozesses  is t ,  sondern  ih re  g raph isch  dar -
g e s t e l l t e  r ä u m l i c h e  V e r t e i l u n g  g e s t a t t e t  a n s c h a u l i c h ,  d i e  R i c h -
t u n g  u n d  d i e  G e s c h w i n d i g k e i t  d e r  F e l d a u s b r e i t u n g  a u f = u = e i g e n -
5. 4. Anwendrrrg des Dlfferenzenverfatrrens
5. 4. 1. Allgerelnes Lösr:rrgskonzept
I m  A b s c h n i t t  4 . 2 . 3  w u r d e  z u r  A n f a n g s - R a n d w e r t a u f g a b e  ( 4 . 1 - 4 . 4 )
d a s  D i f f r e n z e n v e r f a h r e n  ( l " l e t h o d e  d e r  f i n i t e n  D i f f e r e n z e n )  ä n g e -
w a n d t .  D a n k  d e r  A p p r o x i m a t i o n  d e r  i n  e i n e m  e l l i p t i s c h e n  D i { f e -
ren t ia lopera tor  au f t re tenden Ab le i tungen mi t  bes t immten D i f fe -
r e z e n q u o t i e n t e n  w u r d e  g c h l i e ß l i c h  d a s  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s s y -
s t e m  ( 4 . 3 6 )  g e w o n n e n .  A n s t e l l e  d e r  L ö s u n g  d e s  P r o h l e m s  ( 4 . 1 - 4 - 4 )
müssen je tz t  d ie  ze i tabhäng igen Funkt ionen u .  t t )  des  Ausg le ichs-
vorganges in  jedem Gi t te rknoten  bes t immt  werden.
D a  i n  d e r  H a t r i x s c h r e i b w e i s e  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s s y s t e m e
( 4 . 3 6 )  u n d  { 4 . 2 6 ,  e i n e  a n a l o g e  E e s t a l t  h a b e n ,  k a n n  f n a n  d e n  A l g o -
r i thmus =ur  Bes t i rnmung der  mi t t le ren  Ze i tkons tan te  rn i t  H i l fe  des
D i f f e r e n = e n v e r f a h r e n s  n a c h  d e n  g l e i c h e n  F r i n z i p i e n  w i e  i m  A b -
s c h n i t t  5 . 3 . 1  b i l d e n ,  B e i  d e r  B e r e c h n u n g  d e s  H i l f s v e k t o r s  { v } =
t i m $ - C s t , r t ) l  s o l l  d i e  E i g e n s c h a f t  d e r  F l a t r i x  t C l  b e r t i c k s i c h t i g t
w e r d e n .  B e i m  D i f f e r e n z e n v e r f a h r e n  i s t  t C l  e i n e  D i a g o n a l r n a t r i x
m i t  d e n  K o e f f i = i e n t e n  . r j =  - 6 r j * r ( P .  ) .  A u s  6 l -  ( 5 - 4 6 )  e r g i b t  s i c h
somr t
t v ]  =  - f H l - t  a * ,  ( P .  )  ( u .  o
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( 5 . 5 r  )
St  c r  r  t
Di skretisierung des Grunc{gebietes S
mit einem Giüer
trür elne bestimmte Gitterort und dre Mcrschenweite
h , sotl mon €ine Sondrncrtrix t{ I bilden -
ntre cestott Lst von der Art des )if{eren -
tialoperotors L t...] und der Qondbedir.?un1en
abhän7i7
lct der stcrtionä.e Zustqnd tu]- b&r'nnl?
bitdunc;. des Spoltenvektors [r] und Lösung.
des GteuchunX*",trstems
t+I1{u] . "  = -  { rJ
Eitdung des Anfongsvektors {uJo
nqch der Eedlngung(4.4)
Lösun7 des Gteichu ngsslste,ns
t+r I {v] = - t wz (2) (u io - ur*)J
Bestimmuncp der rnitbteren Zettkonstonte
d; in den'  Gi t terknoten
tL  =  u ;  l (  u io  -  u ; "o  )
B i  l d  = . 7 .  B l o c k d i a g r a m r n  z u r n
d e r  m i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e
ver fahrens
Algor i thmus der  Berechnung
m i t  H i l f e  d e s  D i f f e r e n z e n -
64.
D i e  m i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  w i r d  s c h l i e ß l i c h  a u s
s t i  m m t .
6 l  ,  ( 5 . 4 5 )  b e -
Der  A lgor i thmus der  numer ischen Berechnung der  Ze i tkons tan ten
m i t  H i l f e  d e r  F l e t h o d e  d e r  f  i n i t e n  D i f  f e r e n z e n  w i r d  i m  B i l d  3 . 7
darges te l l t .  Be i  der  Berechnung mtJssen zwe i  E le ichungssys teme
mi t  e iner  ge6e insamen l ' l a t r i x  tH l  ge lös t  werden,  wobe i  d ie  l ' l a t r i x
tHl nur ein l . la l  gebi ldet r . r i rd.  hfegen der besonderen Eestal t  von
tHl werden zur Lösung des Eleichungssystems oft  i terat ive Ver-
fahren ,  z .B .  d ie  t l }ber re laxa t ionsmethode (SOR)  verwendet -  Wei I
be i  d iesen l ' l e thoden d ie  Hauptmat r ix  des  E le ichungssys tems ke inen
Umformungen un ter l ieg t ,  kann s ie  im nächs ten  Schr i t t  zurn  zwe i ten
l ' ' la l  ausgenutzt srerden.
5. 1. 2. BerectrnrrrrgsbeJ-spl" eJ.e
B e i s p i e l  3 :  Z e i t k o n s t a n t e  d e r  W i r b e l s t r ö m e  i n  e i n e r  K r e i s s c h e i b e
Bet rach te t  y r i rd  e ine  le i tende Kre issche ibe ,  d ie  e inen s t ro rn-
d u r c h f l o s s e n e n  L e i t e r  u m f a ß t  ( B i l d  5 . 4 ) .  I m  F a l l  e i n e r  E r r e g e r -
= t romänderung werden in  der  Sche ibe  b f i rbe ls t röme induu ie r t .  Das
er regende rnagnet ische Fe ld  bes i t r t  nur  e ine  Komponente  H =  * f^ ,
wobe i  l {  =  i  ( t ) l  (? t r }  i s t .  Der  Vek ts r  der  S t romdich te  J  ha t  dage-
g e n  e i n e  r -  u n d  e i n e  p - K o m p o n e n t e  ( k r e i s = y l i n d r i s c h e s  K o o r d i n a -
t e n s y s t e m ) .  D i e  m a g n e t i s c h e  F e l d s t ä r k e  d e r  i n d u z i e r t e n  W i r b e l -
B i l d  5 . E | .  L e i t e n d e  K r e i s s c h e i b e
mi t  s t romdurch f  logsenern  Le i te r, t l(*,\--l I
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s t rö rne  ha t  somi t  auch nur  e lne
g e n d e  D i  f  f e r e n t i  a I  g l e i c h u n g
S-t iomponente u n d  e r f ü l I t  f o l -
fü r  t lC t , { 5 . 5 " )
e l e k t r i s c h e  L e i t f ä h i g k e i t
( 5 . 5 3 )
nLtr l fn Ralrm
& * 1 d -   - [  * u ' n = u y
arz 
r ör 
.' h.2
w o b e i  F  d i e  P e r m e a b i l i t ä t  u n d  7  d i e
s i  n d .
D i e  R a n d b e d i n g u n g  a u f  d e r  H r e i s s c h e i
(  . - '
I
H ( r , = , t ) = t + : '  1 * ; '
I  e - '
L " 2
b e d e u t e t ,  d a ß  d a s  m a g n e t i s c h e  F e l d  d e r
R . S r S R ,  ;  - a < z < a  k o n z e n t r i e r t  w i r d .
dt-l
E E '
b e n f  l ä c h e
,  f t i r  == la
,  fü r  t=R,
,  für t=R,
hl i  rbel  ströme
A n a l y t i s c h e  L ö s u n o
D a s  d a r g e s t e l l t e  P r o b l e m  u , r u r d e  m i t  H i l f e  d e r  H e t h o d e  d e r
Var i  ab l  en t rennung i  n  der  Arbe i  t  f  56 l  v t fn  L ip t l t s r< i  behande l  t  -  Eg
w u r d e n  d i e  L a p l a c e - T r a n g f o r m i e r t e  d e r  n i c h t s t a t i o n ä r e n ,  m a g n e t i -
schen Fe l  ds tä r ! :e  i  rn  Innenraurn  der  l i re i  ssche i  be  (R.  < rSR^ i  -a<z<a)
@
*  r *  c h l @  = )  T * = t ' Y  V  f  ( - 1 ) ^t *  ' r  7 7 1 3 t  =  f f i  
. * - @  *  
-  
, , * .  " r "  L l r a t r -  * ' ,  
- = = . - , = . = o ,
L z  
=
.  
t R " K ,  ( F R " ) * R r K ,  ( F R n ) l I .  ( € r )  +  t F .  I .  { F R r ) - R = I ,  ( f 3 R = ) l t ' l n  ( f 3 r )  }( ,
I .  ( f f i ,  )Kl  (pR2 ) -  r .  ( f f i= )Hr (pRl |  )
w o b e i  { n  =  { ? n + l \ t t / ( ? a t ,  ß "  =  s l r r  *  * " ,  I n ( - - - } '  K r ( - - - )  d i e  { n o -
d i f i = i e r t e n  B e s s e l - F u n k t i o n e n  s i n d  u n d  d i e  r n i . t t l e r e  Z e i t k o n -
s t a n t e  d e s  F e l d e s  t 5 . 5 4 )
@
(  ^ t  -  = t  2 r  f -  ( - 1 ) ^
z- i r ,  = i  = rT az . l  
, ' *  
-  
-  )  
_" 
t rs=ir i=
L  ra  R,  R"  a -  / -  rn -  (5 .58)
n = O
t R  K  ( m R  ) - R  H  ( m R  )  l I  ( r n r )  +  t R ,  I .  ( r n R  ) - R -  I .  ( m R ^ )  3 F = .  ( r n r )  ' l
I  ( m R  ) H  ( m R  )  -  I  ( m R - ) K  ( m R  ,  )
f l l l 2 { 2 L t
b e s t i  m m t .
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B i l d  5 , 9 .  G l u a d r a t i s c h e r  6 i t t e r
der l"laschenwei te h
D a s  i m  B i l d  5 . 9  d a r g e s t e l l t e  G e b i e t  w u r d e  m i t  e i n e m  q u a d r a t r -
schen $ i t te r  der  l ' l aschenwei te  h  überzogen.  Auf  d iese  t {e ige  wr rd
d i e  p a r t i e l l e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  t 5 . 5 ? )  i n  j e d e m  i n n e r e n  K n o -
ten  durch  d ie  D i f fe renzeng le ichung der  Or tsvar iab len  erse t : t
D * t D - r H - r n  ( t )  *  D * " D - " * - r ^  t t '  *  D o " " - r ^ ' t ' t t - r , ' ,
-  H  ( x )  / r 2  -  p Y  d H  t t ) . / d t  ,  t 5 '  5 6 )
h r h  m r l l  D l h
t  m = 2 ,  .  .  .  ,  l l . - t t  t ' r = ? ,  - .  . ,  N - 1 )  t
wobei
r =
m t h
z =
h t h
H  ( t )
h l h
D H
+ r  h r h
D H
- D  h l h
D H
O r  m l h
+  ( m  -  l ) h  ,
+  ( n  l ) h  ,
H ( r  , z  r t )
R
a
-a
= ( H
= t H
= ( D
D
( 5 . 5 7 )
+ z
t D l h  h l h
-  H  ' / h  ,
m + 1  t n  i l r  h
-  H  ) t n ,  t 5 ' 5 E } )
h l h  m - t  t n
H  +  D  H  t / 7
+ r  h t h  - r  h l  h
und D haben e ine  ana loge Form.
- 2Di .e  D i  f  fe renzenquot i  en ten
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A u s  d e r  B e z i e h u n g  ( 5 - 5 3 )  e r g i b t  s i c h
H  = f r  = i l g
m r 1  m r N  . C f t l .
i  ( t )t r r .  =  
r y ' l
"*,^ =#ü' J
D D v +
+ z  - 2  h l n
- v  l r z
h l h  h r h
(  m = 1 ,  .  . , 1 0
( n = l r . . . , N )
( 5 . 5 9 )
Laut  der  61 .  (5 .51)  mt lgsen d ie  E le rnente  des  H i l f svek tors  {v }  fo l -
gendes El ei  chungssystem erf  iJ l  I  en
D  D  v  + D  v  / r
+ r  - r  f r l h  O r  h t [  h r h
=  p y  t H  ( o )  -  H  ( O )  I  '  t 5 . 6 O )
h r h  h l h
(  m = 2 ,  .  - . , l , . - l ;  t t = 2 ,  - . . ,  N - 1 )
v  =  v  
- -  
=  O  )
m r l  m r N
(  m = 1 ,  -  .  - , 1 ö
a  r n
wobe i  H to )
m t h
s y s t e m  ( 5 . 6 0 )
( 5 . 5 6 )  u n d  d e r
Ze i  tkons tan te
bes t i  mmt .
=  V  =  ( 1  r  ( n = 1 ,  - . . N )
Y r n
=  I /  ( ? n r  )  u n d  H  ( O )  =  O  s i n d .  D a s  E l e i c h u n g s -
h l n  D l n
wurde au f  6 rund des  D i f fe ren t ia lg le ichungssys tems
B e d i n g u n g e n  ( 5 . 5 9 )  k o n g t r u i e r t .  D i e  m i t t l e r e
d e s  V e r l a u f s  H  ( t )  w i r d  d a n n  d u r c h  d i e  B e z i e h u n g
h r h
T  =  - v  l H  ( o )  { 5 . 6 1 }
D l h  i l l h  h l h
a J ( r O  \ a  O  c n  ( c
O O - - - n r { F l
1 i i i l 1 :
o o o  r :  o  o  o
B i l d  5 . 1 O ,  V e r t e i l u n g  d e r  n o r r n i e r t e n  Z e i t k o n s t a n t e
T '  i n  d e r  K r e i s s c h e i b e .  I m  P u n k t  r = ( R .  +  R - ,  / ? i  = : O :
r ' =  o t 2 B s s o  
^  2
6A
I n  A n l e h n u n g  a n  d i e  6 l n  ( 5 - 5 O - 5 . 6 1 )  w u r d e  d i e  n u m e r i s c h e  A n a -
lyse  durchgeführ t ,  wobe i  zur  Lösung der  61 .  {5 .6 l ) )  d ie  {Jber re la -
x a t i o n s m e t h o d e  a n g e w a n d t  w u r d e .  I m  B i l d  5 . l C l  w i r d  d i e  V e r t e i l u n g
der normi erten Zei tkonstante r '  = T /  <Lrf  ^ "  )  i  n ei  ner Krei  sschei be
m i t  d e n  A b m e g s u n g e n :  R r = . ;  R " =  3 R .  d a r g e s t e l l t .  T a b e l l e  5 . 3 '  i n
d e r  d e r  m i n i m a l e  u n d  m a x i m a l e  r e l a t i v e  F e h l e r  d e r  n u m e r i s c h  g e -
wonnenen Ergebnisse gegent lber der exakten Lösung (5.55) in Ab-
häng igke i t  von  der  Zer legungs=ahI  I  =  a /h  angegeben wurde,
zeugt von der Konvergenz der vorgeschlagenen Hethode und ihrer
prak t ischen Verwendbarke i t  be i  den Berechnungen.
mctx
T a b e l l e  5 . 3 .  N a c h p r ü f u n g  d e r
l{onvergenz der numerischen Lö-
sung (angegeben w i rd  min ima-
l e r  u n d  r n a x i r n a l e r ,  r e l a t i v e r
Feh ler  in  Abhäng igke i t  von  der
Z e r l e g u n g s z a h l  l = a / h )
3
4
5
6
7
a
I
1 0
? . 3
1 . 3
7 . ?
E F
*Ir -J
4 . I
3 . 2
? . 6
2 . 3
- 2
1 0
- 2
t o
- ! t
1 0
- 3
1 0
- 9
1 0
- 3
1 0
- 9
1 0
- 3
t o
4 . 3  '  : t o
3 - "  '  i o
2 . b  -  1 0
" . 5  -  1 o
? ,  1  1 0
1 . 9  t o
1 . E }  '  r o
t . 7  '  t o
- 2
- 2
- 2
- 2
- 2
- 2
- 2
- 2
Beisp ie l  6 :  Ze i tkens tan te  der  td i rbe ls t rö rne  in  e inern  Kern  rn i t
rechtecki  gern Eluerschni t t
E i n  r e c h t e c k i g e r  K e r n  d e r  P e r m e a b i l i t ä t  p r  u n d  d e r  L e i t f ä h i g k e i t
y  be f indet  g ich  i rn  rnagnet igchen Fe ld  e iner  s t romdurch f losgenen
E r r e g e r s p u l e  ( B i l d  5 . 1 1 ) .  E =  w i r d  e i n e  g r o ß e  L ä n g e  d e r  A n o r d n u n g
gegenüber  den Ouerschn i t tabrnessungen vorausgeset= t ,  d .h .  ö /öz=ü-
Der  Vek tor  der  magnet ischen Fe lds tärke  ha t  nur  e ine  z -Kompo-
n e n t e  ( H  =  1 r '  H )  s e n k r e c h t  z u r  B i l d e b e n e ,  d i e  f a l g e n d e  D i f f e -
ren t i  a l  g l  e i  chung
u=H 
* 
fr, 
_ 
ar{ 1
t<z ur; 
= ItY 
* 
'  f  t lr  t>o' (5' 62)
d ie  homogene  An fangs -  und  d ie  D i r i ch le t sche  Randbed ingung
H ( + a r y r t )  =  H ( x r + b r t )  =  H a ( t )
e r f  i J l  I t .
6S
( 5 . 6 3 )
8 i 1 d  5 . 1 1 .  R e c h t e c k i g e r  K e r n
i  rn Fel d ei  ner stromdurch-
f l o s s e n e n  S p u l e
Anf  angs-Randwer tau f  gabe (5 .  6 " -5 .  63)
Ana ly t i sche Lösunq
Die  ana ly t i . sche Ldsung der
l a u t e t  t 5 ö l :
J* Jt
H  ( x r y r s )  =  H a t s )
c h ( @ ; < )
c h ( @  a )
mi t  m  =  (2n+ l  )n /  l ?a l  ,  t f
Ze i tkonstante
e 2 2l a - x
r ( x r y )  =  p r a z  l  -  -
L 2"-
d e s  V e r l a u f s  ( 5 - 6 4 ) .
I r
J
64' '
ere
r 5 .
m i  t t l
2
a
spr +
@
r
)
/
n = O
€
L
rn= O
{ - L } n  = s t y
m t r n z  +  = p y ,
ch ( f3y)
coSJIx
ch (Bb )
m 2 .  D a r a u s  f o l g t  d i e
( - 1  ) '  c h  ( m y )
cosJnx ( 5 . 6 5 )
{ 2 n  +  1 } e  c h t m b )
Nurnerische Lösunq
D a s  a n a l y s i e r t e  E e b i e t  w u r d e  a n a l o g  w i e  i m  v o r i g e n  B e i s p i e l
mi t  ei  nem Rechteckgi t ter der l ' lachenwei te h untertei  I  t .  Der
H i l {svek tor  tv l .  wurde aus  f  o lgendern  Sys tern  von D i f fe renzeng le i -
chungen
1 6
I
ft
70
D  D  v  + D
+ x  - x  w l l h  + y
= v = Q ,
m r 1  m r N
= lry tH {o)
h r h
(  rn=Z,  -  .
. . . , 1 o
. . . , N ,
-  H  { O ) l
h r h
, ,  r l - t i  n = 2 ,
t
. ,  N - ' ' )
( 5 -  6 6 )
- Y  w l r  h
{  m = l ,
(  n = 1 ,v  =  v - _  =  Q  t
l  l n  X t n
und d ie  Ze i tkons tan te  aus  der  Be= iehung (5 .61)  gewonnenr  wobe i
H (o) = Fl-  und H (0) = O waren. Bei der numerischen Lösung
' n r h  I  m r n
des Problems wurde die Symmetr ie der Anordnung gegenuber den
be iden Achsen des  Koord ina tensys ter ts  ber tJckg ich t ig t .  Ergebn isse
der  numer ischen Auswer tungen f t i r  a  =  b  s ind  im B i ld  5 .12  darge-
s te l l t .  D ie  normier te  Ze i tkongtan te  T '  =  r /  (p tya2 )  wurde be i
I= a./h = lO mi t  ei  nem mai:  i  rnal  en rel  at i  ven Fehl er vcrn L ,32 be-
s t i  mmt .
^  
: L :
0 , ) +
0 , ; 0
0 " t E
0,ci l
D , A 1
B i l d  5 .  1 ? -  V e r t e i l u n g  d e r  n o r r n i e r -
t e n  Z e i t k o n s t a n t e  i n  e i n e r n  V i e r t e l
des  nechteck igen Kernes  .  In  der
F f i t - te  der  Anordnung r '=  | } r??4 l i l
* * r *
D i e  i n  d e n  B i l d e r n  5 . 1 Ö  u n d  5 . 1 ?  d a r g e s t e l l t e n  L i n i e n  T ' =
cons t  zeugen von der  R ich tung der  D i f fus ion  des  Hagnet*e ldes :
v o n  d e r  R a n d f l ä c h e ,  d . h .  v o n  d e m  O r t  d e r  F e l d e r r e g u n g  ( t ' =  O )
zurn  Inneren des  6eb ie tes .
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6. BESTI},{I{UNG VON PAR.A},{ETER.N VER.EINFACHTER ÜBERTRAGUNGSFUNKTIO'
NEN VON ANORDNUNGEN MIT VERTEILTEN PÄRÄ}IIETER'N
6.  1 .  A l lgerne ines
D i e  r n i t t l e r e  Z e i t k o n . - t a n t e  b i l d e t  e i n e  o r t s a b h ä n g i g e  F u n k t i o n '
d i e  b e i  r e i t l i c h - r ä u r n l i c h e n  A u s g l e i c h g v o r g ä n g e n  d i e  D a u e r  e l n e g
n i c h t s t a t i o n ä r e n  Z u s t a n d e s  i n  E i n e m  R a u m p u n k t  b e s t i r r r n t  u n d ,  w i e
i m  A h s c h n i t t  5 . 3 . ?  g e = e i g t  w u r d e ,  d u r c h  d i e  g r a p h i s c h e  D a r -
s t e l l u n g  i h r e r  r ä u m l i c h e n  V e r t e i l u n g  v o n  R i c h t u n g  u n d  G e s c h w i n -
d i g k e i t  d e r  P r o = e s g a u = b r e i t u n g  = e u q e n  k a n n .  L e i d e r  r e i r h t  d i e
H e n n t n i s  d e r  m i t t l e r e n  Z e i t h s n g t a n t e  n i c h t  i n  a I l e n  F ä l l e n  ä u 5 -
F e i  D y n a m i k u n t e r s u c h u n g e n  e r h e b t  s i c h  o f t  d j , e  F r a g e  n a c h  d e n  a n -
d e r e n ,  d a s  d y n a r n i = c h e  V e r h a l t e n  e i n e s  S y = t e r n =  r n i t  v e r t e i l t e n  F a -
rar re te rn  chara t r l te r i .  g i  e renden Kenngrößen w i  e :  d i  e  Ver=ögeru f tq - r
T o t -  b z w .  L a u f = e i t e n o  = o t l i e  d i e  B r d n u n g  d e r  V e r i ö g e r r - t n g '  Z u r n
B e i s F i e l  i s t  b e i  d e r  5 t - e u e r u n g  r / E r r  R e g e l s t r e c k e n  r r r t  R e g e l s y = t e -
r n e n .  d i e  m i . t  t l e ß + ü h l e r  a u s g e s t a t t e n  = i n d .  d i e  d y n a r n r s c h e  F e h I e r
v g r L r r = a c h e n ,  d i e  t i e n n t n i . s  d e r  T s t = e i t e n  1 / t : n  g r s ß e r  B e d e u t u n g .
E i n e  v e r s p ä t e t e  R e a l : t i s n  d e s  R e g e l = y = t e r n s  e u {  S t ö r u n g e n  k a n n  i r n
g e s c h l e s s e n e n  R e g e I F . : r e i g  = u r n  E r = c h e i n e n  v c n  S c h w i n g u n g e n  f  ü h r e n
u n d  I n s t a b i l i t ä t  v e r u r s a c h e n  t f , 6 1 .
D y n a m i g c h e  E i g e n s c h a f t e n  e i n e s  C I b j e k t e s  w e r d e n  d u r c h  I d e n t r f i -
k a t i s n  b e g t i m r n t .  S i e  b e s t e h t  d a r i . n ,  d a 8  e i n e  R e i h e  v o n  B e t r i e b s -
messungen durchgeführ t -  und dann d ie  gewonnenen l * leßr . re r te  en tspre-
chend appro) :  i  rn i  e r t  werden.  A l  =  Ergebn i  s  e rg i  b t  s i  ch  e i  n  be-
s t imrn tes  mathernat isches  I ' l ode I l ,  we lches  zur  theore t ischen Ana-
lyse  des  un tersuchten  Sys terns  angewandt  werden kann.  Ee i  e iner
k l a = g i g c h e n  I d e n t i f i t : a t i o n  w i r d  d i e  S y s t e ' r n a n t w s r t  a u f  e i n e  t y p i -
s c h e  T e s t f u n k t i o n  ( r . 8 .  d i e  S p r u n g a n t w e r t )  r e g i s t r i e r t .  A u f
i h r e r  G r u n d l a g e  w e r d e n  m i t  H i t f e  b e g t i m m t e r  V e r f a h r e n  d i e  P a r a -
meter  der  angenornrnenen über t ragungsf  un l : t i .Enen er rn i t te l t .  In  der
L i t e r a t u r  t 3 6 l  w i r d  = . 8 .  d a s  l " t o m e n t e n -  u n d  F l ä c h e n v e r f  a h r e n r  5 8 -
w ie  d ie  l ' ' l e thoden von KüpfmüL Ler  und St re ; ' c  genannt .  H i t  der  F le -
thode von KüpfmüL ler  kann {nan d ie  Parameter  vc }n  to t=e i tbehaf  te -
t e n  F r o p e r t i o n a l g l i e d e r n  m i t  V e r i ö g e r u n g  e r s t e r  u n d  m r t  d e r  l " t e -
thode von St reJ 'c  rn - te r  Ordnung bes t i tn rnen.  Von Skoczotosk t  t9 t - l l
7e
wurde e in  Ver fahren  vorgesch lagen,  we lches  au f  6 rund der  Sprung-
antwor t  e ine  Approx i rna t ion  von e inern  Propor t i .ona lg l  i .ed  mi t  Ver -
rögerung m- te r  Ordnung ohne Totae i t  ges ta t te t .  Be i  den o .g .  F le -
thoden is t  d ie  Kenntn is  e iner  exper imente l l  gewonnenen Sys tem-
ant r lo r t  e r fo rder l i ch .  l r fenn s ich  das  be t rach te te  Sys tem mi t  ver -
te i l ten  Parametern  ers t  in  der  Entwur fsphase be f indet t  bes teh t
o f t  ke ine  l ' l ög l i chke i t  d ie  no twend igen Bet r iebsmessungen zu  reä-
l i s ie ren .  In  d iesem Fa l l  kann man auf  6 rund l .age der  durchgef iJhr -
ten numerischen Experimente das dynamische Verhalten voraussagen
und die gesuchten Parameter der übertragungsfunkt ion abgchätzen.
In  d iesem Kap i te l  werden =wei  numer ische A lgor i thmen zur  be-
st immung von ortsabhängigen Parametern von vereinfachten Über-
t ragungsfunk t ionen angegeben.  D ie  A lgor i thmen nut :en  außer  e inem
Ver fahren zur  Behand lung von Randwer tp rob lemen (2 .8 .  dag FE-
oder Dif fereneenverfahren) auch die von PurczytTski  t76) ent-
w icke l  te  mod i f  i z ie r te  l * tomentenmethode.
D e r  I n h a l t  d e s  K a p i t e l g  w u r d e  b e r e i t s  t e i l w e i g e  i n  d e n  A r b e i -
t e n  C t 4 r 1 7  r 1 E | r 7 € l l  v e r ö f * e n t l i c h t .
6.2. Paranet-erbestirunrrrrg mit ll lIfe der
lrethode
nndif iz lerten Xonenten-
In  d iesern  Abschn i t t  w i rd  auszugsweise  d ie  mod i f i z ie r te  l * {omen-
tennethode darges te l  l t  (d ie  I ' l e thode wurde aus f  ühr l  i ch  im Be i  t rag
t761 präsent ie r t )  und e in ige  Endformeln  angegeben.
Nach der l lethode werden f  ür eine Sprungantwort U (P'  t  )  di  e
Hi l f  sgröBen { l lomente) :
U ( P , t )  -  U ( P r o )
t k - t  d t6 k  ( P )  = ( 6 .  1 )
U ( P r O )  -  U ( P r c o )
b e r e c h n e t ,  r n i t  1 4  =  1 r . . . r N  ,  w o b e i  N  d i e  Z a h l  d e r  g e s u c h t e n
or tsabhäng igen Parameter  e iner  über t ragungsfunk t ion  bedeute t .
D ie  Parameter  kann rnan aus  den in  der  Tabe l le  6 .  1  zusarnrnenge-
s t e l l t e n  B e z i e h u n g e n  e r m i t t e l n .  D i e s e  E e z i e h u n g e n  w u r d e n  f ü r  d i e
am häuf igs ten  verwendeten  Hode l le  nach dern  im we i te ren  darge-
s te l l ten  Eedankengang abge le i te t .
o
k fJ
o
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und
Bi I  d 6. 1 .  t i rbertragungsel ernent mi t  der real  en und
approx i  mi erenden Übertragutngsf unl : t isn
Es w i rd  e in  l ineares  über t ragungse lernent  Hr (s )  a ls  Approx i rna-
t i o n  f  i j r  e i . n e  i n  l l f i r k l  i c h k e i t  k o r n p l  i z i e r t e  r e a l e  Ü b e r t r a g u n g s -
f u n k t i o n  K ( s )  g e s u c h t ,  D i e  e n t s p r e c h e n d e n  Ü b e r g a n g s f u n l : t i o n e n
h  ( t )  u n d  h  ( t )  s o l  l e n  i m  A n f  a n g s -  u n d  E n d = u s t a n d  ü b e r e i n s t i { n r n e n .
a
D e r  E i n f a c h k e i t  h a l b e r  s o l l  i r n  F o l g e n d e n  d i e  B r t s a b h ä n g i g k e i t
n i c h t  e x t r a  a u s g e w i e s e n  w e r d e n  ( 2 , 8 .  U { P . t ) - - + U ( t - ) } .  D i e  Ü b e r t r a -
g u n g s f u n k t i o n e n  K ( s )  u n d  K = ( s )  l a s s e n  s i c h  i n  d i e  P o t e n : r e i h e n
-'
K  ( s )  =  K t O )  +  s K '  ( O )  +  +  H "  t f j )  +
i
= 2
K  ( s )  =  } (  ( O ]  +  s F : . '  ( O ]  *  - -  K ' l  ( O )  +
a a a l a
e n t w i  c k e l  n .
D ie  angewandte  Appro : l imat isn  f r : rder t  d re  Übere in= t i f l l {n t - tng  der
T a b e l l e  6 .  t .  D i e  P a r a m e t e r  v o n  a p p r o : { i r n i e r e n d e n
Ü b e r t r a g u n g s f u n k t i o n e n  K -  t s )
ä r  L
t 6 .  ? )
{ 6 -  f , )
i K
ä r  L
( s ) Parameter
1 11 + s r r = E I
?
e x p  ( - s r o )
Ti:-r
L _
T  = Q
o t
66666  -62
G  _ 8 "
3 I
( 1  +  s r ) m
m  =  E 2 / ( E  -  E 2 )t z t
T = (66666 -  G?>ts2 r t
7L
e r s t e n  N + 1  6 l i e d e r b e i d e r  P o t e n = r e i h e n .  d . h .
m i t  k  =  O r 1 . . . . . N .  B e i  k  =  O  i s t  d i e  F o r d e r u n g  ( 6 . 4 )  d e r  B e d i n -
q u n q f  h -  ( o )  =  h { c o )  ä q u i v a l e n t  u n d  f ü r  k } O  d e r  B e z i e h u n g  t - 7 ä 7 =a
( 6 . 4 )
( 6 . 7 )
. @( - 1 )  *  k  . . f  t h .  ( o )
o
Daraus  fo
6  -  - f 4ä r  k
h ( t ) - h ( c o )
a a
h t t )  -  h t o )
h t O )  -  h t o )
t k - t d t  =  E u
V - 1
-  h  ( t )  l t -  - d t  =
a
das  Gle ichungssys tem
, @( - r ) k  t  r r n t - l  -  h ( t ) l t k - 1 d t
o
t 6 . 5 )
co
I
o
l g
co
J
o
t k - t d t  =  k
h  ( O )  - h  ( o )
a a
( k = t , .  
- , N )  
( ä ' 6 )
i n  dem 6 .  durch  e ine  l " lessung bzw.  durch  e in  numer isches  E:<per i -
k
ment  e r rn i  t te l  t  w i  rd .  h fe i  I  f  ü r  d i  e  gegebene Über t ragungsf  unk t - i  on
l r , _  ( s )  d e r  i . h r  : u g e o r d n e t e  V e r l a u f  h _  { t }  b e k a n n t  i s t '  l ä ß t  = i c hä
a u c h  d e r  F a k t o r  6 " . *  d u r c h  I n t e g r a t i o n  b e r e c h n e n .  D i e  l i n k e  S e i -
t e  d e r  6 1  .  ( 6 . 6 )  . n i . n a t t  d a n n  d i e  g e s u c h t e n  P a r a r n e t e r  v o n  K * ( s ) .
Nach der  Lösung des  6 le ichungssys terns  wurden in  der  Arbe i t  f7ä7
Parameter  der  äpprox i in ie renden über t ragungsfunk t ionen in  Abhän-
g igke i t  von  den f ' tomenten 6u  tTabe l  le  6 .  1 )  gewonnen.
D i e  m o d i f i z i e r t e  I ' t o m e n t e n r n e t h o d e  s t e l l t  e i n e  E r w e i t e r u n g  d e r
l ' l e thode der  mi t t le ren  Ze i tkons tan te  dar .  h lährend d ie  rn i t t le re
Ze i  tkons tan te  z  (P)  a l  s  6ewi  ch ts rn i  t te l  wer t  {= .  "? }  von  Ze i  tkon-
s tan ten  r .  des  Ver l  au f  es  {3 -  17  )  be t rach te t  r+erden kann,  b i  l  den
L
d ie  e ingef  ühr ten  l ' l o rnente  6k  (P)  e ine  andere  Ar t  v t :n  H i t te lwer ten :
@ ' @
6  ( F l  =  k !  I  t t ^  U .  t P ) l /  t  U  ( P )
k - L u L
L  = : l  L  = t
Nach der  Bes t i {n {nung der  Parameter  der  apFrEXimierenden Über -
t ragungsfunk t ion ,  kann rnan un ter  Verwendung der  ih r  en f -gprechen-
den t - tbergangsfunk t ion  (verg le iche  d ie  im Anhang B anqegebenen
B e z i e h u n g e n  ( B l - 8 4 )  )  d e n  u n t e r g u c h t e n  D i f f u s i o n s v e r l a u f  U ( P . t )
i n  f o l g e n d e r  g e n ä h e r t e r  F o r m  d a r s t e l l e n :
u ( P r t )  *  u . ( F , t )  =  u t P r 0 )  +  f u t F . o )  -  u ( P . o )  l h a t P , t )  ,  ( 6 . E l )
w o b e i  d i e  t l b e r g a n g s { u n k t i o n  h a ( P . t )  e b e n s e  w i e  6 u  ( P )  u n d  K . ( F . s }
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i m  a l l g e r n e i n e n  o r t s a b h ä n g i g  s i n d .  F s I l s  h a { F . t )  d i e  Ü b e r q a n g s -
f u n k t i o n  e i n e s  P r g p o r t i o n a l g l i e d e s  i n i t  t J e r = ö g e r u n g  1 '  O r d n u n g
i s t ,  g e h t  d i e  6 1 .  t 6 . 8 )  i n  d i e  8 1 .  ( 3 -  ? 1 )  ü b e r .  l " l a n  k a n n  d a b e i
bemerken.  daß unabhäng ig  von der  Ar t  des  angenomrnenen l " lode l l s
( d e r  v o r a u s g e s e t = t e n  Ü b e r t r a g u n g s f u n h t i o n )  d i e  V o r g ä n g e  U ( P . t )
u n d  U  ( p , t )  e i n e  g l e i c h e  m i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  r t P )  h e s i t z e n
a
u n d  d i e  f o l g e n d e n  B e d i n g u n g e n  ( s i e h e  a u c h  A b s c h n i t t  5 - 4 )  e r -
f l l l l e n
l i m  t U - ( P r t )  -  U ( P ' c o ) J  =  Q  !
- c f
t+co
@
- f t u  ( P . t )  -  U ( P . t )  l d t  =  Q
a
o
Da der  genäher te  Ver lau f  in  v ie len  pra l . : t i schen Fä l  len  den
i j b l i c h e n  E e n a u i g k e i t s a n f o r d e r u n g e n  e n t s p r i c h t .  s i n d  d i e  a p p r o x i -
mierenden t i iber t ragungsfunk t ionen besonders  zur  Ana lyse  des  dyna-
m i s c h e n  V e r h a l t e n s  i m  Z e i t b e r e i c h  g e e i g n e t  [ 3 6 . ? C ] . " ? 1 .  b l e n n  d a s
Frequen=verha l ten  in  e insm r . le i ten  Frequen=bere ich  r - rn te r=utch t
werden so l l ,  muß fnän beachteno daß d ie  Appro :< i ina , t ion  jewe i ls  n t t r
f  ü r  den un teren  ( l " tomentenrnethode)  Bere i  ch  g i  1 t  und dami  t  i  h re
V e r w e n d b a r k e i t  a u f  d e n  j e w e i l i g e n  B e r e i c h  e i n g e s c h r ä n l ' - : t  j . s t -
6.3. Anwendr-rrg Yon llethroden der nr-urerischen Feldanalyse
6.3. 1.  Vervend,:rrg a."  Laplace-Transf ornratLon
Die  numer ischen Ver fahren  =ur  Berechnung deg Raumante i '1s  der
L ö s u n g  b e i  D i f f u s i o n s p r o e e s s e n  s i n d .  w i E  i r n  A b s c h n i t t  4 . ?  g e -
z e i g t  w u r d e ,  d u r c h  e i n e  g e m e i n s a r n e  E i g e n s c h a f t  g e k e n n = e i c h n e t :
Ih re  Anwendung führ t  =ur  Lösung e ines  Sys terns  v t rn  l inearen ge-
w ö h n l i c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  e r s t e r  O r d n u n g  n i t  b e s t r m m t e n
Anf angsbed i  ngungen .  Hi er sol  I  i  in wei teren der Al gor i  thrnug s Lrr
Best i fnrnung der Pararneter der übertragungsfunkt ion unter r /erwen-
dung des  FE-Ver fahrens  ausgewäh l t  werden.
B e t r a c h t e t  w i r d  e i n e  F u n l < t i o n  U ( P . t ) .  w e l c h e  d i e  D i f  f  e r e n t i a l -
g l e i c h u n g  ( 4 .  1 )  u n d  d i e  B e d i n g r - t n g e n  ( 4 . 2 - 4 . 4 )  e r f  ü I  I t -  N a r h  d e r
A n w e n d u n g  e i n e s  D i s k r e t i s i e r u n g s v e r f a h r e n s  w i r d  d i e  F u n [ , : t i o n
U ( P . t )  i n  e i n e r  d i s k r e t e n  F o r m  t u ( t ) ]  g e s u c h t .  w o b e i  d i e  = e i t a b -
häng igen Ve l t to re le rnente  u .  ( t )  d ie  Lösung der  Anf  angs-Randwer t -
( 6 . 9 )
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a u { g a b e  t 4 .  1 - 4 . 4 }  i n  b e s t i r n m t e n  R a u m p u n k t e n  P ,  t N e t = -  b : w -  E l e -
menteknoten)  bedeuten .  Der  gesuchte  Vek tor  iu l '  e r fü I1 t  fo lgendes
Di  f  f  e ren t i  a l  g l  e i  ch t rngssys tem:
t H l i u l . + t c l { ü } + t F } - o
i u ] -  =  i U -  t F  ) ]  ,o o L
( 6 .  1 1 )
It( g i u  i  )
<  k = 2 ,
( 6 . 1 0 )
t A  1 : )
( 6 -  1 4 )
.  { 6 .  1 5 )
. . , N )
I rn rrei -
d e s s e n  L ö s u n g  k a n n  r n a n  i n  O p e r a t o r f o r m  ( s i e h e  A b s c h n i t t  5 . 3 . 1 )
darstel  I  en
{ r - r * i  =  s  t  ( r H l  +  s t c l ) - '  ( t c l s { u }  { F l ' )  t
w s b e i  t u * )  =  t f . t u ] l  i s t .
F ü r  e i n e n  a p e r i o d i s c h e n  A u s g l e i c h g v o r g a n g  U ( P . t )  g i l t  d i e  B e -
z iehung  t767=
r .  } u ( p , t )  -  u ( p , o ) r t k - 1 d t  =  ( - t l k * t
o
D a r a u s  u n d  a u g  6 1 .  ( 6 . 1 )  f o l g t
r i *  d k .  I s u * ( P . s ) ]  .  ( , 5 . 1 " ]
s+o dsk
m i t  u * { P . g )  - -  a u J ( P . t } 1 .
Zur Best i . rnrnung der Hif  f  sgrößen 6* in jedern Knotenpunl, . : t  rnüs=en
d i e  A b l e i t u n g e n  d k ( s { , , , * } ) . / d s k  b e r e c h n e t  w e r d e n .  U n t e r  B e r ü c } , : -
s i  ch t i  gung der  Lösung (6 .  1  )  e rg i  b t  = - i  ch :
rf ,t -1 if
-  ( s i u  l - )  =  ( t H l  +  s t c l ) - a  t c l  ( { u l -  -  s { u  i )
cls o
- k
f  i *  9 -  t = U *  ( F .  s )  l
s+o ds*6 k ( F )  =  { - 1 ) k * "
U  t P '  r - l )  -  U  { F '  o }
=  - 1 , ; ( t H l  +  s t c l ) - n t c l
und
o t  
, s { u * }  )
d g k
D i e  B e = i e h u n g  ( 6 . 1 4 )  w u r d e  i m  A b s c h n i t t  5 . 3 . 1  b e w i e s e n .
t e r e n  w i r d  d i e  B e z i e h u n g  ( 6 . 1 5 )  a b g e l e i t e t .
B  e  w  e  i  s  d e r  B e z i e h u n g  ( ö . 1 5 ) :
Der  Beweis  w i rd  au f  indurk t i vem h lege durchgef  ühr t .
1 . ,  E s  w i r d  d i e  R i c h t i g k e i t  d e r  B e z i e h u n g  ( 6 .  1 5 )  f  ü r  k = ?
* r s i u * i )  
=  
: = [  3=  r= ru * r r ]  =
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b e w i  e s e n :
äe [ ' ' " '
- ( t H l  +
+  s t c l t - 1 t c l  t t u ) " o  -  s t u * i
s t c l l - 1  t c l  t r H :  +  s t c l ) - r  t
s r c r l - r  t c l  E = r = { u * } )
+  s t c l l - 1  t c l  l = t = t . , * r l
al
-  s i u  ] )
o
( 6 .  1 6 )
* ' ]  d e f i n i e r t
( 6 . 1 E | )
, ]
C ] (  t u ]
( t H l  +
=  - 2 ( t H l
2 .  E s  w i r d  d i e  R i c h t i g k e i t  d e r  B e z i e h u n g  t 6 . 1 5 )  f ü r  d i e  Z a h l
k = n l ?  v o r a u s g e g e t = t .  B e w i e s e n  w i r d  d i e  R i c h t i g k e i t  a u t c h  f ü r
d i e  f o l g e n d e  Z a h l  v o n  k '  d . h .  k = n + l -
o ^ * t  
, s t u * ] )  =
ds^ *  t
t [  ä t= tu * r r ]  
=
a  r  
- .  . l h - t  *  1
=  - n  L l t r H l  +  s t c l ) - l  t c l  t  ,  t s t u - l l  Ids L ds^-  t '  J
. n -  I
=  n ( t H l  +  s t f , l l - l t c l t r H l  +  s t c l ) - t E c l  o  r  ( s - [ u t * i ]
d s ^ -  I
- n
- n ( t H l  +  s r c l ) - * t c l  d  ( s t , r * ) )  ( ä - l 7 t
dg^
=  t t H t  +  s [ C ] ] - t t C l [ n ( t H ]  +  s l C l ) - lL
. n - 1
rl Jt
t C l  - ( - - t u  i  )
. 11 - 1
d 5
3 .  D a s  P r i n z i p  d e r  v o l l s t ä n d i g e n  I n d r - r k t i s n  b e e n d e t  d e n  B e n e i s .
B e i  d e r  l ' l a t r i : t d i f f e r e n t i a t i o n  w u r d e n  i n  d e n  F u n k t e n  1 .  u n d  ? .
des  Ber . le ises  d ie  i in  Anhang A angegebenen Be= iehungen (4" -44)
ausgenut= t .
- n  o ^ = , = c , r * i l l
ds '  I
=  - ( n  +  1 )  { t H l  +  g t t r l ) - t t c l  o t  , = i u * } )  .
d g '
t { i r d  e i n  F o l g e  v o n  H i l f s v e k t o r e n  ( v t n ' i r . . . " { v '
t v t k ' 1 .  =  ( * l ) k * t l i *  +  ( s i u * ] )  ,
s+o ds*
e r g i b t  s i c h  u n t e r  B e r ü c k s i c h t i g u n g  d e r  6 1 n  ( 6 -  1 4 - 6 -  1 5 )
t , r t t ' ]  =  t H l - n t c l ( t , r ]  t u ]  )  ( 6 . 1 9 )
o 6
7A
und
t v t k t l - =  ( - 1 ) k  k
k - r .
- r  d ' -  -  , t
t H l  -  t C l | 1 6  L  ( s i t t  ] )
s + o  d s k - 1
6 k ( P .  t  =  r l . u '  / { . r .  o  -  r r * ) ,
=  h  t H l - r t c l t v (  k - 1 )  - -
< k = 2 ,  . .  ,  N ) 1 5 .  " O )
D i e  g e s u c h t e n  H i l f s g r ö ß e n  6 *  ( P )  w e r d e n  d a n n  i n  e i n e m  i - t e n
Knotenpunk l  au= der  Be= iehung
best imnt .  t robe i  uLo,  * t -  d* t  Anfangs-  und Endzus tand des  Ver -
l a u # s  U ( P .  . t )  e n t s p r e c h e n  u n d  d u r c h  d i e  6 1 n  ( 5 . 4 O - 5 . 4 1 )  g e g e b e n
= i  n d .
A u f  6 r u n d  d e r  6 l n  { 6 .  1 9 - 6 .  " 1 )  u n d  t 5 , 4 0 - 5 . 4 1 }  k a n n  f n a n  d e n  i m
Bi  1d  6 .2  darges te l  l ten  A lgor i thmus zur  numer ischen Be 's t i rnmung
von Pararne tern  der  appr t :x im ierenden über t ragungsf  un l : t ionen ksn-
s t r u i e r e n -  B e i  d e r  B e r e c h n u n g  d e r  H i .  I f g v e k t s r e n  { t r t i ' } r . . . '
{ v t  * ' }  mut l  man en tsprechende Gte i .chungs=ys teme 1ögen.  A ts  Haupt -
r n a t r i r :  d i e s e r  E l e i c h u n g s s y s t e m e  v r i r d  e i n e  ü h l  i c h e  S t e i f  i g k e i t s r n a -
t r i : <  t H l  g e b i l d e t .  D i e  L ö s u n g  d e r  S y s t e m e  e r f o l g t  d a n n  m i t  d e r
g I  e i  chen So{ tware .  w i  e  i  m Fa l  I  der  nurner i  =chen Fehand l  un_u s ta -
t ionärer  Randsrer tau fgaben.  Dabe i  w i rd  n t . t r  e in  r . ren ig  g rößer  Spe i -
c h e r p l a t =  e r f o r d e r l i c h .  E i n e  s p a r s ä r n e  S p e i c h e r p l s t z v e r w a l t u n g
b e s t e h t  d a r i n ,  d a ß  d i e  l " l a t r i : e n  t H l  u n d  t t r l  w e c h s e l w e i s e  b e r e c h -
net  und i in  gemeinsamen Spe icherp la t=  abgespe icher t  werden-  7ur
b e g t i r n { n n u g  d e r  l ' l s r n e n t e  5 k  ( P ) ,  w o b e i  k = l r . . . . N  ,  s o l l e n  a l t ß e r -
dern  dre i  Vek toren  zur  Abspe icherung fo ldender  Daten  vere inbar t
werden:
1 .  d e r  D i + + e r e n =  { u } . o -  t u } . - .
7 .  des  vora .ngehenden H i I f  =vek ts rg
3 .  des  VeF; to rs  der  rech ten  Se i te
system :
a )  t C l ( { u l '  t u 3 ' - - )  ,  f ü r  k  =  I ,o @
r l
b )  k t c l t v ' * - t ' ]  ,  f t l r  k  >  ? .
I m  V e r g l e i c h  m i t  e i n e r  s t a t i o n ä r e n  A u f g a b e  w i r d  s i c h  d e m n a c h  d e r
h i e r  n o t w e n d i g e  S p e i c h e r p l a t =  n u r  u m  d e n  f ü r  d i e  z w e i  = u s ä t = l i -
chen Vektoren  un tersche iden.
Fa l l s  zur  numer ischen Lösung dFs Randwer tp rob le rng  s ta t t  der
t ' le thode der  f  in i ten  E le rnente  das  D i f . f  e ren=enver {ahren verwendet
( 6 . 2 1 )
t ' r t k - n ' ] ,  f ü r  k  I  ? ,
i  in  en t=prechenden E l  e i  chungs-
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würde' rnüßten auf 6rund der besonderen
i n  d e r  6 1 .  (  4 . 3 i l  d i e  H i t f s v e k t o r e n  { v '
f o l g e n d e n  B e = i e h u n g e n  e r r n i t t e l t  w e r d e n :
und
Gesta l t  der
u " ,  k = r r . . .
Ll. ) l '
r @
F (  jco)
g i n d  j e w e i  1  s
Hat r i ;<
, N  a u s
t c l
den
{ v t  k ' l .  =  - k  t H l - t  { * ^  ( P  ) * l  
k - 1 )  }  I  (  k = 2 ,  - .  ' ,  N )  '  ( 6 ' ? 3 )
6.3. 2.  Verwendung der Frequenzbereichsanalyse
D i e  z w e i t e  V a r i a n t e  d e r  n u r n e r i s c h e n  B e s t i m m u n g  v o n  m o d i f i -
z ie r ten  l " tomenten 6u  bes teh t  dar in ,  daß d ie  Sys ternantwor t  au f
e i .ne  :e i thar rnon ische Er regung n iedr iger  t ' i re is f  requenzen 
(^ )  un ter -
s u c h t  w i r d .  A u s  m a t h e m a t i s c h e r  S i s h t  m u ß  i n  d i e s e m  F a l I  
g t a t t
d e r  D i { f u s i o n s g l e i c h u n g  d i e  e n t s p r e c h e n d e  k o m p l e i : e  H e l m h o l t = -
- D i f + e r e n t i a l g l e i c h u n g  g e l ö s t  w e r d e n .  N a c h  d e r  A n w e n d u n g  e i n e r
der  D is l : re t i .  = ie rung=rnethoden,  z  -8 .  der  FE-Hethode,  e rhä l  t  r ran
f o l g e n d e s  S y s t e r n  v o n  l ' . o r n p l e i l e n ,  a l g e b r a i s c h e n  6 l e i c h u n g e n :
( t H l  +  j < ^ r t C J ) i g , '  +  { F l -  =  $  ' 1 5 .  " 4 )
w o b e i d i e l t a t r i ; r } . : o e f f i = i e n t e n d u r c h d i e G l n . o ' ' g _ 4 . ? t ) ) u n d
( 4 , ? 5 )  = u  b e g t i m f n e n  s i n d .  D e r  k o m p l e x e  V e l : t s r  t u . ] '  =  { g  J j t ' r ) l '  i s t
dann d ie  Lösung der  Randwer tau fgabe in  den E lernenteknoten '
S o I l d i e k o m p l e : < e F u n k t i o n F ( j < . 1 ) = g . ( j r , r } e i n m i t H i l { e d e g
6 I e i c h u n g s s y s t e m s  ( 5 . ? 4 )  g e w E n n e n e r  F r e q u e n z g a n g  g e i n ,  w o b e i
i s t ,  d a n n  I a s s e n
F (  j o )  =  F  ( co )  +  jO  (< , i )  15 '  " 5 )
s i c h  d i e  g e s u c h t e n  H o r n e n t e  w i e  f o l g t  d a r -
F ( j<,r)
( 6 . 2 " )
( 6 .  " 6 )
g e r a d e  b = w .
v
6 .  =  ( - t ) ^  l i m
* 
a^*o
D e r  R e a l -  u n d  I m a g i n ä r t e i I  v o n  f ( j c o )
ungerade Fr-rn kt  i  onen ,  z '  B. :
P { < l }  =  F ( L } )  ( 1  *  F " .
Q ( c , r )  =  F ( ö )  { Q r t  *  Q a
+
3
o)
F . o t  +  . . .  )
+  q < ^ l o *  . . . )
' 5
( 6 .  ? 7 )
( 6 -  ? B )
ae
Daraus  fo lg t
okE t i , r l
l i m - =
a^ ;+o d( j r ^ l )E
u n d  s c h l i e 8 l i c h
Unter  Ber t i cks ich t igu
6 u  =  ( - 1 ) n  k l
f ü r  k = l r 3 r 5 r . . .  I
l  ( 6 . 2 e )
f t l r  k = 2 r + r 6 t . . .  )
I
:r
J
dk
l i m  
-
or+o dar*
f 
:o t<o)
I  e< . r
=  Zn - l  l
l  t = l  , 2 r - . .  .  ( 6 . 3 0 )
= Z n  )
ng der  Beziehungen (6-27- f : -? .FJ)  erhäl t  man
[ O u , f ü r k = Z n - l ]{  I  D = l r ? r . . .  '  ( 6 ' 3 1 )
t o u r f ü r k = 2 n  )
,  
l - e t u : '    I
,  p z = -  L * - 1 1 '  ( 6 - 3 2 )
. ,  L  P ( o )  J
fur  k
fllr k
D i e  K o e f f i z i e n t e n  Q *  u n d  P U  m i J s s e n  a u f  6 r u n d  d e s  a u s  G l ' ( 5 ' 2 4 )
gewonnenen Frequenzganges,  z -8 .  dUrch  In te rpo la t ion .  e rmi t te l t
nerden.  Durch  Anwendung der  l inearen In te rpo la t ion  kann fnan d ie
Koef iz ien ten  q t  und P,  begt i fn fnen,  wobe i  das  Gle ichung=sys tern
(6 .24)  :we imal  ( f  i l r  d ie  Kre is f  requenzen ( l )  =  Q und . ,  )  ge lös t
w e r d e n  r n u ß .  S c h l i e B l i c h  e r g i b t  s i c h
und
q r =
O (<,1 )
t
r ^ l  P ( O )
1
O ( t l  )
t
,  G"=  = ;  tü ) L
1
P ( t l  )
1 -  n
P  ( O )
.  
( 6 . 3 3 )
( 6 . 3 4 )
( 6 . 3 5 )
t o  P  (O)
1
B e i  d e r  B e r e c h n u n g  s o l l  d i e  K r e i s f r e q u e n z  . ,  h i n r e i c h e n d  k l e i n
angeno.n fnen werden,  we i l  nur  in  d iegem Fat l  d ie  angewandten In -
te rpo l  a t i  onsansätze
P t r o )  *  F ( O )  ( 1  *  p " . " )  !
O (c.t) * P (O) q. <^l ,
d e n  w i r k l i c h e n  F r e q u e n z g a n g  i r n  I n t e r v a l l  { O r r , l ,  )  z u f  r i e d e n -
s te l lend  annähern  können.  So l len  d ie  we i te re  Homente  6*  e r -
mi t te l t  werden,  so  muß ,nan das  Sys tem (6 .?4)  f i J r  d ie  fo lgenden
Kre is f requenzen lösen und In te rpo la t ionspo lynome höherer  Ordnung
verwenden.
a3
D a s  d a r q e s t e l l t e  B e r e c h n u n g s v e r f a h r e n  h a t  = w e i  w i c h t i g e  V o r -
t e i  I  e :
-  Han kann d ie  schsn vorhandene und fü r  s ta t ionäre  l ^J i rbe ls t rs in -
p r o b l e m e  b e s o n d e r s  g u t  e n t w i c k e l t e  S o f t w a r e  d i r e k t  b e n u t = e n ;
-  D a  d i e  n u m e r i s c h e n  B e r e c h n u n g e n  n u r  f ü r  e i n i g e  s e h r  k l e i n e
Frequten=en durchgeführ t  werden müssen,  t re ten  ke ine  mi t  der
E i n d r i n g t i e f e  v e r b u n d e n e n  P r o b l e m e  d e r  R a u m d i s k r e t i s i e r u n g  a u f  .
I m  V e r g l e i c h  r n i t  d e r n  i m  A b s c h n i t t  6 . 3 .  1  d a r g e s t e l l t e n  V e r f  a h r e n t
i s t  h i e r  d i e  L ö s u n g  e i n e s  k o r n p l e x e n  6 l e i c h u n g s s y s t e m s  1 6 . " 4 )  e r -
f  srderl  i  ch, l " lan rnuß demnach rni  t  ei  nem größeren Spei cherpl  at=be-
dar f  und e iner  längeren Verarbe i tungs=e i t  rechnen-
U r n  d a s  v o r g e = t e l l t e  V e r f a h r e n  k u r z  i l l u s t r i e r e n  z L t  k ö n n e n .
r l i r d  d a s  i m  A b s c h n i t t  5 . 4 . 2  p r ä s e n t i e r t e  B e i s p i e l  6  n s c h r n a l s  b e -
t rach te t .  In  der  l ' l i t te  der  Anordnung u lu rde  der  Frequen=gäng
f (  j c o T ) = H t  j o r T ) . / H ( j c o T = O )  u n t e r s u c h t .  w s b e i  T = p y a 2  i s t .  F ü r  d i e  P a -
rar leter c,rT=O und arT=Or1 wurde best immt
F _ ( j ' O )  =  1  !
F-(  j  'O .  1 )  =  O.9S?33A -  jO.  t ] "?455
A u =  d e n  B e z i e h u n g e n  t 5 . = f , )  f a l g t
6 t / T  =  O r 2 9 4 5 5  u n d  E z l T ?  =  O r  1 S O O O
Das Verhä l tn i=  E ,  /T  en t=pr ich t  der  nor rn ie r ten  ZEi t l : : c lns tan ten  r '  .
I m  A b g c h n i t t  5 . 4 . ?  w u r d e  T , =  O r " 9 4 1 Ö  a n g e g e b e n .  I n  d e r  T a b e l l e
6 .3  v rerden d ie  Fararne ter  der  a t rp rüx i rn ie renden Über t ragungsf  un l : -
t i o n e n  d i e g e s  B e i s p i e l =  z u s a m m e n g e s t e l  l t .
Tabe l  le  6 .  ?  D ie  Pararne ter  von appro ; {1 tn le ren-
d e n  ü b e r t r a g u n g s f u n k t i o n e n  H -  t s )
d
K ( s )ä Pararneter
1
T-TG? T  =  O r " 9 4 5 5 ' T
e ; < t r  ( - s r  )
- o
-T-j:---
"o=  O,  { }E}65  l .  'T
T  =  O ,  ? A 7 9 4 ' T
I
( 1  +  s r ) -
fil = 2, 0ff65
T  :  0 , 1 4 6 E O - T
a4
6. ä.. Berechnungsbeispiel
B e i s n i e l  7 :  N i c h t s t a t i o n ä r e s  b f ä r m e f e l d  i n  e i n e r n  u n e n d l i c h  l a n g e n
S t a b  m i t  r e c h t e c k i g e r n  B u e r s c h n i t t
E i n  u n e n d l i c h  I a n g e r  r e c h t e c k i g e r  S t a b :  - a S x S a .  - b < y < b  w i r d
durch  innere  l {ä rmeque l len  kons tan ter  Le is tungsd ich te  Q. , ,  e rwär rn t .
während auf seiner Oberf  läche der l . lärmeaustausch mit  der Umge-
bung au f t r i t t .  D ie  Anfangs tempera tur  sovr ie  d ie  Tempera tur  der
Umgebung si  nd gl  ei  ch Nr-r l  I  angenommen. Vorausgeset=t wi rd '  daß
a l l e  S t o f f s r e r t e :  d i e  L e i t f ä h i g k e i t  { } . } '  d i e  s p e = i f i g c h e  h f ä r r n e
( c  ) ,  d i e  D i c h t e  ( p )  u n d  d e r  W ä r m e ü b e r t r a g u n g s k o e f { i z i e n t  ( a }
P
e inen kons tan ten  h fe r t  au fwe isen '
D a s  n i c h t s t a t i o n ä r e  T e m p e r a t u r f e l d  T ( : < ' Y ' t )  e r f ü 1 l t  i r n  b e -
t rach te ten  Geb ie t  d ie  inhornogene h färmele i tungsg le ichung
u=,  
*  
o 'T 
=
&.-:2 av"
m i t  x  =  \ /  ( c  p ) ,  d i e  h o r n o g e n e  A n f a n g s b e d i n g u n g  u n d  f ü r  t Z t J .  l e u t
P
dern  Newtonschen Eesetz  fo lgende Randbed ingungen
q
- #  
.  f ü r t > o ,
a T { t a r y r t ) - O r - b < Y < b t
a T  ( x ,  + b n  t )  =  O  .  - ä S x < a
s in (pr - )  s in  ( f^  )  cos aU- ä,  cos (yr ,  $ t
;{, _ =' ;;:-] [, _ =. =;i"]
1 ö T
ar dt i 6 .  f , 6 )
r5 .  f , 7 )
( 6 .  f , A )
^ [#]*=r*t
^ [#Jy=rb
Analy t i sche Lösunq
Die  ana ly t i sche Lösung der  Anfangs-Randwer tau fgabe (6 .56-6 .34)
kann män rn i t  H i l fe  der  l " le thode der  Trennung der  Var iab len  ge-
w i n n e n .  D a s  n i c h t s t a t i o n ä r e  F e l d  w i r d  d a n n  m i t  f o l g e n d e r  B e = i e -
hung beschr ieben
s
4 q . t f
T ( x , y , t )  =  - + -  )
/
m = t
r (
1  -  e x p  l - l  p 'L L  -
2
* ' n  I  l !  I
t z ) ^ ' J
,?^ *
2
Y
11
F
a5
( 6 . 3 9 )
wobe i  p  und T  d ie  au fe inander fo lgenden pos i t i ven  ü{urze ln  der
m t 1
E l e i c h u n g e n  g t g u  =  B i ,  T t g y  =  l ' B i ;  B i  =  c r a / } '  d i e  B i o t - Z a h l  u n d
I = b / a  b e d e u t e n .
Numerische Lösuno
Bei der numerischen Lösung wurde
Vier te l  des  un tersuchten  6eb ie tes '
und in  2AA + in i te  Dre ieckse lemente
aus  Symmet r iegründen nur  e 'n
d .h .  OSx<a,  OcySb bet rach te t
(16? E lementeknoten)  un ter -
0,6
0,2 o,L A,6 0,8
t,5
r l0-2
I
0
-q5
- 1
- 1 5
- 2
0,2 0,4 0,6 0,8
B i l d  6 . 3 .  A b h ä n g i g k e i t
l au f  s  T '=  T t r /  ( q  a "  )  ;
von  de r  Va r iao r ln  t ' =
f ü r  B i = 1
8 2
t \
a)  des  normier ten  exak ten  Ver -
b )  d e s  A b s o l u t f e h l e r s  A  =  T :  -  T '
tx /az  in  der  H i t te  der  Anordnung
0,t
o,lt
0,7
0,
r ,81 , 61 ,4
a6
0,4
0,1
q2
0,1
r,5
* 10-a
a
l
0,5
0
-0,5
- 1
- 1,5
-2
0,2 0,3 0,1 0,5 0,6
0,1 o.2 0.3 0./. 0,5 0,6 A:l 0,a
B i l d  b . 4 .  A b h ä n g i g k e i t  a )  d e s  n o r r n i e r t e n  e x a k t e n  V e r *
l a u f s  T ' =  T t r / t q , ' a z ) ;  b )  d e s  A b s o l u t f e h l e r s  a  =  T ;  -  T '
von  der  Var iab len  t '=  tn la t  i r ,  d* r  t ' l i t te  der  Anordnung
f ü r  B i = l O
te i l t .  Bes t immt  wurden der  s ta t ionäre  Zus tand,  sowie  d ie
t e  6  ( P .  )  u n d  6 _  ( P .  ) .  A u f  i h r e r  E r u n d l a g e  w u r d e n  m i t
I L Z L
der  Tabe l te  6 .1  d ie  Parameter  der  Über t ragungsfunk t ionen
der  ü rer t ragungse lemente  ermi t te l t :
1  -  F r o p o r t i s n a l g l i e d  m i t  V e r z ö g e r u n g  1 .  O r d n u n g .
2  -  t o t z e i t b e h a f t e t e s  P r o p o r t i o n a l g l i e d  m i t  V e r z ö g e r u n g
n u n g ,
0,e
l"lomen-
H i .  1 f  e
f o l  g e n -
a7
1 .  O r d -
.3  -  Propor t iona lg l ied  mi t  Ver=ögerung m- te r  Brdnung
u n d  e n t s p r e c h e n d  d e r  6 1  ,  ( 6 . 4 )  d i e  a n g e n ä h e r t e n  V e r l ä u f  e  T . a t P .  ' t )
ge f {onnen.  D ie  Ergebn igse  der  numer ischen Rechnung fü r  a=b wurden
m i t  d e r  a n a l y t i s c h e n  L ö s u n g  ( 6 . 3 ? )  v e r g l i c h e n  u n d  i n  d e n  B i l d e r n
6 . 3 - 6 . 4 .  s o w i e  i n  d e n  T a b e l l e n  6 . 3 - 6 . 6  d a r g e s t e l l t .  I n  d e n  B i I -
d e r n  6 . 5  u n d  6 . 4  w i r d  d i e  A b h ä n g i g k e i t  d e s  e x a k t e n  V e r l a u f s  T ' =
TL l  {e . raz  )  und des  abso lu ten  Feh lers  A  =  Tä T ' ,  m i t  Tä  =
T  \ . / ( q  a 2 ) .  f l l r  d i e  o . g -  Ü b e r t r a g u n g s e l e m e n t e  v o n  d e r  V a r i a b l e n
a ' v
t '=  tae  . /az  geze i  g t .  Der  g rößte  Approx  i  mat i  ons f  eh l  e r  t r i  t t  a rn  An-
fang des  Ausg le ichsvorgangs au f ,  wobe i  d ie  bes ten  Ergebn isse  rn i t
H i l fe  des  5 .  l ' l ode l l s  e r re ich t  wurden.  Der  Abso lu t feh le r  der  Nä-
herung ha t  in  d iesem Fa l t  e inen F lax ima lv rer t  von  +OrOtJ4O'  d .h .
+?r77.  (bezogen au f  den ana ly t i schen t {e r t }  f  i . t r  B i= l  und +O!OOZ7I
d . h .  ? ) 7 ' A .  f ü r  B i = l O .  B e i  d e r  A n w e n d u n g  d e s  e i n f a c h s t e n  1 .  H o -
de l  l s  haben d ie  Ergebn isse  erwar tungsgemäß e inen l ' l a> l i rna l f  eh le r
von +O,  O1?O (+E} .  17- )  und +O,  O135 (+1? '  67- )  -
l r f i e  r n a n  a u s  d e n  B i l d e r n  6 . 3  u n d  6 . 4  s i e h t .  w e r d e n  d i e  E e d i n -
g u n g e n  ( 6 . 9 )  d u r c h  d i e  N ä h e r u n g s l ö s u n g e n  T - ( x r Y r t )  n i c h t  e r -
f  ü l  f  t  -  D i  e  Ursache d i  eser  l r l i  ch tübere i  ns t i  mmung I  i  eg t  dar i  n ,  daß
d e r  V e r l a u f  T _ ( x r Y r t )  n i c h t  a u =  d e r  6 l  .  { 6 . € } }  s o n d e r n  a l t s  d e r
Bez i  ehung
T " ( x r y r t )  =  T " ( : < r y . O )  +  t T " ( x r Y r o )  -  T a ( x r y r O ) l h a ( r : . y . t ) .  ( 6 . 4 0 )
bes t immt  wurde.  Be ide  Ver läu fe  T  und T ,  e r fü l len  =war  d ie  homo-
gene Anfangsbed ingung,  aber  d ie  Funk t ion  T-  i rn  Endzus tand ( t - - ro )
w u r d e  n u m e r i s c h ,  a l s s  r n i t  e i n e m  g e w i s s e n  F e h l e r  e r n i t t e l t .  D e r
Feh l  e r  war  i  rn  be t rach te ten  Fat  I  verhä I tn i .  smäß i  q  k l  e i  n :  Q t? 'A  f  ü r
B i = l  u n d  O r 4 7 .  f  ü r  B i = l O .
Um e ine  bes t immte über t ragungsfunk t ion  gewinnen z t - t  l :önnPnt
müssen durch  d ie  l , l smente  6u  gewisse  Eed ingungen e ' r fü l1 t  werden.
d i e  g i c h  a u s  d e r  F o r d e r u n g ,  d a ß  d i e  Z e i t k s n s t a n t e n  t g i e h e  T a -
b e l l e  6 . 1 )  r e e l  u n d  p o s i t i v  s e i n  m ü g g e n .  e r g e b e n .  Z u r n  B e i s p i e l
so l len  f  ü r  d ie  be t rach te ten  t iber t ragungse lemente  ?  und -=  fo lgen-
d e  U n g l e i c h u n g e n  g e l t e n
Ez  {  6  <  ?62  .  f ü r  das  Hode l l  ?  tt z t
62 {  G .  für  das t '   lodel l  3
t 2
( 6 . 4 1 )
( 6 . 4 ? )
D i e  w e n i g e r  s t r e n g e  B e d i n g u n g  d u r c h  d i e  U n g l e i c h u n g  ( 6 , 4 2 )  z e u g t
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von bessergr  "Approx i rna t ions fäh igke i t "  des  5 .  t ' l ode t ls -  | | le i I  d ie
I ' lomente 6 und E ortsabhängig sind, kann in einem Raumpunkt die
t 2
Bedingung (6.41)  und in  e inem anderen nur  d ie  Bedingung <6 '+? '
erfül l t  werden. Der er=te Fall  bedeutet, daß jedes l ' lodell  ( l  bis
5)  "approx imat ionsfähig"  is t .  In  der  Tabel le  6.3a-b is t  der  An-
wendungsbereich von apprclximierenden tJbertragungsfunktionen ftir
das vor l iegende Beisp ie l  dargeste l l t .
Tabelle 6.3l. Untersuchung des Anwendungsbereiches von aPProxi-
mi erenden tlrertragungsf unkti ctlen
Bezeichnungen:
r  -  im  Punk t  ( x ry )  l s t  d i . e  Bed ingung  (6 .41 )  e r f l l l l t '
o  -  im  Punk t  ( x ry )  i s t  d ie  Bed ingung  (6 .42 )  e r fu l l t .
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ih f i e  d i e  B i l d e r  6 . 3  u n d  6 . 4  s o r , r i e  d i e  T a b e l l . e  6 . 3 a - b  b e w e i s e n t
z e i c h n e t  s i c h  d a s  J .  F l o d e l l  d u r c h  f o l g e n d e  V o r t e i l e  a u s :
-  es  i s t  im ganren Erundgeb ie t  OSxSa,  O<y<b 
"approx imat ions-
f  ä h i g " ,
-  m i t  se iner  H i l fe  kann man e ine  rech t  gu te  Näherung T-  des
w i r k l  i c h e n  V e r l a u f s  b e s t i m m e n .
Die  h f i rkgamke i t  des  5 ,  F ' lode l l s  w i rd  auch durch  d ie  Tabe l len
ö . 4 -  6 . 6  b e s t ä t i g t .  I n  d e n  T a b e l l e n  6 . 4 - 6 . 6  w i r d  d i e  r ä u m l i c h e
V e r t e i l u n g  d e s  r e l a t i v e n  F e h l e r s  ( i n  t 7 . l )  b e i  d e r  A n w e n d u n g  d e s
1 .  u n d  d e s  3 .  l ' l o d e l l s  f ü r  t ' =  O r ? i  O r 4 ;  O 1 6  u n d  B i = 1  a n g e g e b e n '
D i e  n o r m i e r t e  r n i t t l e r e  Z e i t k o n g t a n t e  h a t  i n  d i e s e m  F a } 1  e i n e n
hfert  von Orbg bis O164. l ' lan kann bemerken ,  daß danlt  der Verwen-
dung des  3 .  Hode l ls  der  Approx imat ions feh le r  im ganzen Eeb ie t
s i c h  w e s e n t l i c h  r e d u z i e r t .
so
T a b e l l e  6 . 4 .
f  ü r  t ' =  Q t ?
Ver te i lung  des
mit Verwendung:
re la t iven Fehlers (Ta-T) . /T  87 .7 ,
a )  l .  l ' l ode l l s ;  b )  5 .  l ' l ode l l s
x f a
o .  o  o .  I  o . 2  0 . 3  0 . 4  0 . 5  0 . 6  0 . 7  0 .  a  o -  ?  1 -  o
,
F[.'
F
!
Lt
IF
btt
Y l b
t . o
o . ?
0 . 8
o . 7
o . 6
o . 5
o . 4
o . 3
o . 2
o .  1
o . o
YIE
l . o
o . 9
o . 8
o . 7
o . 6
o . 5
o . 4
o . 3
o . 2
o .  I
o . o
- 1 . 8  - 1 . ?
- 1 . 5  - 1 . 6
-o. ö -o.7
o . 5  0 . 4
L . 7  1 -  5
2 . A  2 . 7
4 .  B  4 . 6
5 . 4  5 .  S
5 . 9  3 . 7
6 .  I  5 . 9
-? .2  -2 .  B  -5 .5
- 1 . 9  - 2 . 5  - 5 . 2
-1 .  1  -1 .7  -2 .4
- o . o  - o . 6  - 1 . 4
1 . 1  0 . 5  - O - 5
2 . 3  L . 7  0 .  B
5 . 3  2 . 7  1 . 8
4 . 2  3 . 5  2 . 7
4 . q  4 . ?  5 . 5
5 . 3  4 . 6  3 . 7
5 . 4  4 . E |  3 - 9
-4 .5  -5 .5
-4. 1 -3.2
- 5 . 4  - 4 - 4
- 2 . 4  - 3 . 4
- 1 . 3  - 2 , 5
- o . 2  - 1 . 5
o . 8  - o . 3
t - 7  0 . 5
? . 3  t . ?
2 . 7  1 . 5
2 . A  L . 7
-6 .5  -7  
.3
-d ' .2  -7.2
-5.5 -o   .4
- 4 . 5  - 5 . 5
-55555.4 - .4
-7 -4  -5 .4
- 1 . 4  - 2 . 4
- o . 6  - L . 7
-o .o  -1 .  1
o .4  -4 .7
o -5  -o .6
-E l .3  -E| .6
- 7  
. 9  - 8 . 3
- 7 . 2  - 7 . 3
-6 .?  -6 .5
-3 .?  -5 .5
- 4 .  t  - 4 . 5
- 5 . ?  - 3 . 5
-2 -=  -2 .  A
- 1 . 9  - 2 . 7
- 1 . 6  - 1 . 9
- 1 . 5  - 1 . 8
- 2 . O  - ? .  1
- 1 . 9  - ? . 4
- 1 . A  - 1 . 4
- 1 , 6  - 1 . 6
- 1 . 3  - 1 . 4
- 1 .  O  - 1 .  I
- o . B  - o . 9
-o .6  -o .7
- o . 5  - o . 5
- o , 4  - o . 5
- o , 4  - o . 5
x / a
o .  o  o .  I  o . ?  o . 3  0 . 4  0 , 5  0 . 6  Q , 7  0 .  A  O . 9  1 '  O
- o . 5  - o . 5
- o . 4  - o . 4
- o -  I  - o . 1
o . 2  ( ) . 2
o . 6  0 . 5
o . ?  o . a
1 . 2  1 . 1
1 . 4  1 . 4
1 . 6  1 . 6
1 .  A  t . 7
1 . 4  l .  A
-o .5  -o .7  -o .9
- o . 5  - o . 6  - O . B
-o .2  -o .4  -o .6
o , 1  - o . 1  - o . 5
o . 4  0 . ?  - o . o
o . 7  0 . =  o . 5
l . o  o .  a  o , 6
1 . 5  1 .  1  0 . E l
1 . 5  1 . 5  1 .  O
1 . 6  1 . 4  l .  I
1 .  6  1 . 4  L . ?
- 1 . 1  - 1 . 4
- 1 . O  - 1 . 3
- o . B  - l -  t
- o . 6  - o . 9
- o . 3  - o . 6
o , o  - o . 3
o . 5  - o . o
o . 5  0 . 2
o . 7  0 .  4
o . a  o . 5
o .  ?  o , 6
- 1 . 6  - 1 . 8
- 1 , 6  - 1 . E }
- 1 . 4  - 1 . 6
- 1 . 1  - 1 . 4
- o . 9  - 1 . 1
-o .6  -o .  B
- o , 3  - o . 6
- o . 1  - o . 4
o .  1  -o .2
o . 2  - o .  I
o . 2  - o .  I
e1
T a b e l l e  6 . 5 .
f  ü r  t ' =  O r 4
V e r t e i l u n g  d e s
mi t  Verwendungr
r e l a t i v e n  F e h l e r s
a )  l .  H o d e l l s ;  b )
( T - - r ) . / T  t 7 . ) ,
a
5 .  H o d e l l s
Y lb
l - o
o . 9
o . B
o . 7
o . 6
o . 5
o . 4
o . 3
o . ?
o .  I
o . o
v lb
t . o
o . 9
o . B
o . 7
o . 6
o . 5
o . 4
o . 3
o . 2
o .  I
o . o
x l a
o . o  o .  I  o . u  o . 3  0 . 4  0 . 5  0 . 6  0 . 7  0 . a  o , ?  1 . o
- o . 6  - o . 6
- o . 4  - o . 5
- o . 1  - o . ?
o . 2  0 . ?
o . 6  0 . 5
o ,  I  o . 9
1 - 3  t . 2
1 . 6  1 . 5
1 . 4  l .  B
2 .  O  1 . 9
7 . 1  ? .  o
- o . 6  - o . B
- o . 5  - o . 7
- o . 5  - o . 5
o .  o  - o . 2
o -  4  0 . 2
o . B  o . 6
1 .  I  O . 9
1 . 4  1 . 2
1 . 6  1 . 4
l .  B  1 . 5
1 . 8  '  1 . 6
- l .  l  - 1 , 3
- 1 .  ü  - 1 . 5
- o . 7  - l . o
- o . 4  - o . 7
- o . 1  - o , 4
o . 5  - o . o
o . 6  0 . 3
o .  ?  o , 6
1 . 1  o . B
I . 2  0 . 9
1 . 5  0 . 9
- t  
. 7  - 2 .  O
- r . 6  - 1 . 9
- 1 . 4  - L . 7
- 1 .  1  - 1 . 4
- ( J . 7  - 1 .  I
- o . 4  - o . 7
- o -  1  - o . 4
o . 2  - o .  ?
o . 4  0 . o
o . 5  0 . 2
o . 6  ( } . 2
- 2 . 3  - 2 , 6  - 2 . 7
- 7 . 2  - 2 . 5  - 2 . 6
- 2 . 4  - 7 . 2  - 2 . 5
- 1 . 7  - 1 . 9  - 2 . O
- 1 . 4  - 1 . 6  - t . 7
- l . o  - 1 , 3  - 1 . 5
- o . 7  - l . u  - l . l
- o . 5  - o . 7  - o , B
- o . 3  - o . 5  - o - 6
- o . 2  - o . 5  - o . 6
-o .  I  - o .4  -0 .6
x / a
o . o  o .  I  o . 2  0 . 3  a . 4  0 , 5  0 . 6  Q . 7  0 . A  O . 9  1 . ( )
o . o  o . o  o .  I
o . o  o . o  o .  I
o . l  o . t  o . l
o . l  o . l  o . l
o .  l  Q . 1  C l . 1
o .  I  o . 1  0 . 1
o . 2  0 . 1  0 . 1
o . 2  0 .  ?  o . 2
o .22222 a .2  0 .2
o . 3  0 . 2  0 . 2
o . 3  0 , 3  0 . 2
o . l  o " l
o . l  o , l
o . t  o . l
o . 1  0 .  I
o . 1  0 , 1
o . 1  0 . 1
o .  l  ( ) . 1
o.  I  rJ.  1
o . 2  C ' .  I
o . 2  0 .  I
o . 2  ( } , 2
o . l  o . l
o .  I  o . 1
o . l  o . l
o , o  o , o
o , o .  o . o
o .  I  o . o
o . 1  0 .  t
o . t  o , l
o . 1  ( ) .  I
o . 1  0 .  I
o . l  o . r
o .  I  o . 1
o .  I  o . 1
o . 1  C | .  I
o , o  o . 1
o . o  o .  I
o . o  o .  I
o . 1  0 ,  I
o . 1  0 . 1
o . l  o . t
o . l  o . l
o . l  o . l
o . l  o . l
o . 1  0 .  I
o .  l  o , 1
o . 1  0 . 1
o .  I  o . 1
o . 1  0 .  I
o . 1  ( ) . 1
o . 1  0 -  1
o . 1  ( } . 1
o . o  o . o
o . o  o - o
se
T a b e l l e  6 . 6 .
f  t l r  t ' =  O r 6
Ver te i lung  des
mit Verwendung:
re la t i ven  Feh lers
a )  1 .  l ' l o d e l l s ;  b )
(Ta-T) /T E7.J,
5- l ' lodel ls
Y/E
| . O
o . 9
o . B
o . 7
o . 6
o . 5
o . 4
o . 3
o . 2
o .  I
o . o
1 - O
o . 9
O , B
o . 7
o . 6
o . 5
o . 4
o . 3
o . 2
o .  I
o . o
x / a
o . o  o .  I  o . 2  0 . 5  0 . 4  0 . 5  0 . 6  0 . 7  0 - B  o . 9  1 - O
- o . 2  - o . 1
-o.  I  -o.  I
o .o  - o .o
o . 1  0 -  I
o - 2  0 . ?
o . 3  0 . 3
o . 4  Q . 4
o . 5  0 . 5
o . 6  0 . 6
o . 7  0 . 6
a . 7  0 . 7
o . 1  0 .  I
o . 1  0 .  I
o . 1  0 . 1
o . 1  0 . 1
o . o  o . o
-o. o -o. o
-o. o -o. o
- o . 1  - o . 1
- o . 1  - o . 1
- o . o  - o .  I
- o .o  - o .o
- o . 1  - o . 1
- o . 1  - o .  I
- o . o  - o , 1
o .  I  o . 0
o .2  f ) .  1
o . 5  0 . 2
o . 4  0 . 3
o . 5  0 . 4
o . 5  0 . 5
o . 6  0 . 5
o . 6  0 . 5
-o .2  -o .3
-o.2 -o .5
-o. 1 -o.?
-o .o  -o .1
o .o  -o .o
o . 1  0 . 1
0 . 2  0 .  1
o . 3  0 . 2
o . 4  0 . 3
o . 4  0 . 3
o . 4  0 . 3
- o . 3  - o . 4
-o-  3  -o .4
-o .5  -o .4
-o .2  -o .5
-o.  1 -o.2
-o .o  -o -  1
o .o  - o .o
o ,  I  o . o
o , 2  0 .  1
o . 2  0 .  1
o . 2  0 .  I
- o . 5  - o , 6
- o . 5  - o . 5
- o - 4  - o . 5
- o . 4  - o . 4
- o . 5  - o . 5
- o . 2  - o . 5
-o .  1  -o .2
-o.  t  -o.  I
- o . o  - o . 1
o . o  - o . 1
o . o  - o . 1
- o . 6
-o. ö
- o . 5
- o . 4
- o . 5
- o . 3
-o.  ?
- o . 1
- o . 1
- o . 1
- o . 2
x / a
o .  o  o .  I  o . 2  0 . 3  0 . 4  0 . 5  0 . 6  0 . 7  0 .  B  o . 9  1 .  O
o . 2  ( ) . 2
o . 2  0 . 2
o .  I  o . 2
o .  I  o . 1
o . o  o . 1
o . o  o . o
-o .o  - o .o
-o .  t  -o .o
- o .  I  - o . 1
- o . 1  - o . 1
- o . 1  - o . 1
o . 5  0 . 3
o . 2  0 , 3
o . 2  0 . 2
o .  I  o . 2
o . 1  0 .  I
o . o  o .  r
o . o  o . o
- o . o  o . o
-o .o  o .o
-o. o -o. o
-o. o -o. o
o . 4  0 . 4
o . 5  0 . 4
o . 3  0 . 5
o , 2  0 . 5
o . ?  o . 2
o .  I  o . 2
o . 1  0 . 1
o , 1  0 . 1
o . o  o . 1
o . o  o . 1
o . { )  o .  1
o . 5  0 . 5
o . 5  0 . 5
o . 5  0 . 5
o . 4  0 . 4
o . 5  0 . 4
o . 3  0 . 3
o . 2  0 . 3
o . 2  0 . 2
o . 7  Q . 7
o . 1  ( ) . 1
o . 1  0 .  I
o . 5
o . 5
o . 4
o . 3
o . 3
o . 2
o . 2
o . 2
o .  I
o .  I
o .  1
ct3
I7. PRAKTISCI{E ANUENDI,'NGEN
7. t . Algerreines
zur Erläuterung und Überpnit fung vorgeschlagener Algori thmen
wurden in  den vor igen Kap i te ln  Berechnungsbe isp ie le  rn i t  exak ter
ana ly t i scher  Lösung ausgewäh l t .  In  d iesem Kap i te l  werden e in ige
prek t isch  re levante  Be isp ie le  n ich ts ta t ionärer  e lek t romagnet i -
scher  und Närmefe lder  darges te l l t .  Da f i l r  d ie  im we i te ren  be-
t rach te ten  Fe ldprob leme ke ine  ana ly t i sche Lösung vorhanden is t t
wird die l ' lethode der f  in i ten Elemente angeurandt,  t" lobei die räum-
l i ch  o f fenen Randwer tau fgaben mi t  e in fachen in f in i ten  E lementen
behande l t  werden.  Um d ie  dynamische Pro=esse mög l ichs t  vo l l -
kommen untersuchen zu kätnnenr wird numerisch neben der mit t leren
Ze i tkons tan ten ,  sowie  des  ih r  en tsprechenden angenäher ten  Ver -
lau fs .  auch d ie  ta tsäch l i che  Sprungantwor t  bes t immt ,  h 'ozu  d ie
k o m p l e x e  H e l m h o l t z - D i f { e r e n t i a l g l e i c h u n g  i m  F r e q u e n z b e r e i c h  a n ä -
l y s i e r t  w i r d .
Behande l t  werden u .a .  Prob leme der  Absch i r rnung vc ln  quas is ta -
t ionären e lek t ro rnagnet ischen Fe ldern .  Da man be im quas ig ta t io -
nären Feld die Verschiebungsströrne gegenüber den Leitungsströmen
vernach läss igen kann,  en t=pr ich t  d ieser  Fa I l  genau der  Absch i rm-
prob lemat ik  be i  g ta rks t romtechn isch  rea l  in  der  Indus t r ie  vor -
h a n d e n e n  F e l d e r n .  I n  d i e s e n  F ä l l e n  w i r d  d i e  F r e q u e n z a n a l y s e  i m
n ieder f requenten  Bere ich  durchgef i lh r t .  Be i  den 
"nachr ich ten tech-
n ischen"  Sch i r rnungsprob lemen (2 .8 .  t (aden E44 l )  g i l t  d iese  Ver -
nach lä=s igung n ich t  mehr ,  we i l  man in fo lge  der  hohen Frequeneen
( t l ' lHz I  )  hlel  lenerscheinungen bertJcksicht igen mtißte.
A ls  we i te re  Be isp ie le  f  i l r  d ie  p rak t ische Anwendung werden das
n ich ts ta t ionäre  e lek t romagnet ische Fe ld  in  e inem E le ichs t rom-
magnet  und das  n ich ts ta t ionäre  Tempera tur fe ld  in  e inem 
" l ' l i t te -
rungs f  üh1er "  be t rach te t .
D e r  I n h a l t  d e s  K a p i t e l s  w u r d e  t e i l w e i g e  i n  f r ü h e r e n  A r b e i t e n
f 1 1 , 1 4 r  1 6 r  l ? r 2 3 1  d e s  V e r f a s s e r s  v e r ö f f e n t l i c h t '
Ist
!:$
I
I
IF
h,I
b
F
Er4
7.2. Anat)rse der Ausgleichsworgänge ln
sctrirmungen
elektrornagnetisctren Ab-
7'2'! '  f, las elektromagnetische Fetd in ciner Kast'enlbsctrirtmrrrg
Bi ld  7 . t .  Kas tenabsch i rmung im homogenen
Erreger fe l  d
E ine  le i tende e lek t ro rnagnet ische Kastenabsch i r rnung der  Le i t -
fäh igke i t  f  be f indet  s ich  in  e inern  homogenen Er reger fe ld
H =  l r .  He.  D ie  Eeomet r ie  der  Anordnung und das  kar thes ische
K o o r d i n a t e n s y s t e m  s i n d  i r n  B i t d  7 . t  ' d a r g e s t e l l t .  E s  w i r d  e i n e
gro8e Länge I der Abschir{nung gegenlJber den Euerschnittsabmes-
sungen voräusgesetz t  und d ie  Anordnung w i rd  zwe id imeng iona l  be-
trachtet.  aur Feldbeschreibung kann die z-Komponente der rragne-
t i schen Fe lds tärke  H verwendet  werden.  D ie  Permeab i l i tä t  der
angegebenen Anordnung weist lJberal l  den konstanten blert  Po auf
und das  Randwer tp rob lem f i l r  d ie  Fe ldver te i lung  w i rd  durch  d ie
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  ( 2 . 1 4 )  i m  l e i t e n d e n  u n d  e i n e  L a p l a c e -
- D i f f e r e n t i a l g t e i c h u n g  i m  n i c h t l e i t e n d e n  G e b i e t  b e s c h r i e b e n .  D i e
Randbed ingungen d ieger  Aufgabe lau ten :
H ( t a r y r t )  =  H ( x r t b r t )  =  H = ( t )
+{e(r
95
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Numerische Lösuno
Die  numer ische Rechnung wurde mi t  H i l fe  des  FE-Ver fahrens
durchgef i lhrt ,  wobei das betrachtete Erundgebiet O3xSa' OSy<b in
2AA l ineare  f in i te  Dre ieckse le rnente  (169 E lementeknoten l  zer leg t
wurde, Bei der Berechnung wurde a=b angeno.nmen. Im Bi ld 7.2 wird
d ie  räurn l i che  Ver te i lung  der  normier ten  er i t t le ren  Ze i tkons tan te
d e r  m a g n e t i s c h e n  F e l d s t ä r k e  r ' =  T / T  m i t  T = H , . 1 a '  d a r g e s t e l t t .  D i e
Zeitkonstante wurde nach dem im Bi ld 5.3 angegeben Algori thnus
best immt .
B i l d  7 . 5 .  A b g ä n g i g k e i t  d e r  n o r -
mierten Zeitkonstante von der
re la t i ven  Wandstärke  d /a  (a=b;
x=y=O)
In der l ' l i t te der Anordnung nimmt
e i n e n  h l e r t  v o n  t '  =  O r 1 l 4  a n .  h f i r d
f  e r  ( f  =  3 r 7 '  1 0 "  t s l m l )  a n g e f  e r t i g t ,
B i l d  7 . 2 .  V e r t e i l u n g  d e r  n o r m i e r -
ten  Ze i tkons tan te  in  e inem V ier te l
der Kastenabschirmung (a=bi d=a/?l
0 0,2 0,4 0,6 0g
die normier te Zei tkonstante
z .B .  d ie  Absch i rmung  aus  Kup-
w o b e i  a =  ?  f c m l  i s t r  s c '
0 .  i o
0 , 0 6
o . 0 6
8:85
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erg ib t  s ich  T  =  2 f |165 tms l  und I  =  3177 Erns l  an  der  genannten
S t e l l e .  I m  B i I d  7 . 3  i s t  d i e  A b h ä n g i g k e i t  d e r  n o r m i e r t e n  Z e i t k o n -
stante in der l l i t te der Anordnung von der relat iven hfandstärke
d/a  präsent ie r t .  l ' l i t  d /a  =  I  e rhä l t  man d ie  Ze i tkons tan te  T '=
Or2gS eines t" lassivgtabes. Fi l r  einen Kupferstab mit  der Abmes-
s u n g  a  =  2  [ c m ]  e r g i b t  s i c h  t  =  B r 4 4  [ m s ] -  
*
Um das dynamische Verhalten des rnagnet ischen Feldes in der
Absch i r tnung i rn  Frequenzbere ich  beschre iben zu  könnent  so l l  im
le i tenden 6eb ie t  d ie  komplexe t le lnho l tz -  (s iehe Abgchn i t t  6 .3 .2 )
AH = jtt pofä ( 7 . ? '
und i rn  Inneren der  Absch i r {nung d ie  Lap lace-D i f fe ren t ia lg le ichung
A H  -  O  ( 7 . 3 >
f6r eine Reihe von Kreisfrequenzen ö gelöst werden. l ' l i t  dem so
gewonnenen Frequenzgang F( j toT)=H( joT)  /H=t  kann man rn i t  H i I fe  der
Bez iehung (? .  15)  d ie  ta tsäch l i che  Sprungantwor t  e r rn i t te ln .  h lenn
das Frequenzspektrum bandbegrenzt ist ,  kann rnan 3ur Best i tntnung
des Zeitver laufes das im Beitrag t?ZJ (BryiealsJed und Ldpir t-s iee)
vorgeschlagene Verf ahren anrsenden-
In  den B i ldern  7 .4  und 7 .5  e rden d ie  Ergebn isse  der  nurner i -
schen Untersuchung des dynamischen Verhaltens des inagnet ischen
Fe ldes  in  der  H i t te  der  Anordnung (x=y=O)  geze ig t .  Der  Frequenz-
gang E(  j<oT) ,  deren  Or tskurve  i r  For rn  e iner  charak ter is t i schen
Spi ra lschnecke darges te l l t  i s t ,  en tspr ich t  e inem komplexen
S c h i r m f a k t o r .  B e i  t o . . +  o  e r g i b t  s i c h  E ( j c o T )  +  { ) ,  d . h '  d a s  e l e k -
t romagnet ische Fe ld  w i rd  im Inneren der  Anordnung durch  d ie  im
I e i t e n d e n  E e b i e t  i n d u z i e r t e n  l l i r b e l s t r ö m e  v ö l l i g  a b g e s c h i r m t .
Vom Absch i rmverha l ten  zeugt  auch d ie  Sprungantwor t r  deren  ta t -
s ä c h l i c h e r  t o t = e i t b e h a f t e t e r  V e r l a u f  ( 1 )  i n  d e n  B i l d e r n  7 - 4 a
und 7 .5a  präsent ie r t  i s t .  F { i t  der  S t r i ch l in ie  (? )  i s t  der  ange-
näher te ,  m i t  H i l fe  der  mi t t lE l ren  Ze i tkons tan ten  gewonnene Ver -
l a u f  g e z e i c h n e t .  D i e  S t r i c h p u n k t l i n i e  ( 5 )  s t e l l t  d e n  V e r l a u f t
welcher dem Übertragungselement mit  Verzögerung m-ter Ordnung
(s iehe Abschn i t t  6 .2 )  zugeordnet  i s t ,  vor .  Der  en tsprechende Ab-
s o l u t f e h l e r  A  w i r d  i n  d e n  B i l d e r n  7 . 4 b  u n d  7 , 5 b  d a r g e s t e l l t .
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B i l d  7 - 4 .  A n a l Y s e  d e s  d Y n a m r -
schen Verha l tens  des  magnet i -
schen Fe ldes  in  der  H i t te  der
A b s c h i r t n u n g  l d l a  =  0 r E ) :
a )  w i r k l i c h e r  ( 1 )  u n d  a n g e n ä -
her te  (2 r3)  VorgÄnge
b)  Abso lu t feh le r  der  Näherung
c) 0rtskurve des Frequen=-
ganges L( jorT) =H ( j toT) /H=
-o'5
E i l d  7 . 3 .  A n a l y s e  d e s  d Y n a m i -
schen Verha l tens  des  magnet i -
schen Fe ldes  in  der  F l i t te  der
A n o r d n u n g  ( d / a  =  1 ) :
a )  w i r k l i c h e r  ( 1 )  u n d  a n g e n ä -
h e r t e  ( 2 r 3 )  V o r g ä n g e
b)  Abso lu t feh le r  der  Näherung
c) Ortskurve des Frequene-
ganges E( jt^lT) =H ( jc,rT) /H.
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T.Z.A. Das elektromagnetische Feld in einer axialsymrnet-r ischen
Abschirmung
E l n e  = y l i n d e r = y m m e t r i s c h e  e l e k t r o m a g n e t i s c h e  A b s c h i r r n u n g  d e r
L e i t f ä h i g k e i t  7  u n d  d e r  F e r m e a b i l i t ä t  l o  b e f i n d e t  s i c h  i m  e l e k -
t ro rnagnet ischen Fetd  e ines  s t romdurch f lc rssenen Le i te rs .  D ie  6eo-
m e t r i e  d e r  A n o r d n u n g  u n d  d i e  z y l i n d r i s c h e n  K o o r d i n a t e n  ( r r $ ' z l
s i n d  i m  B i l d  7 . 6  d a r g e s t e l l t  w o r d e n .  D e r  V e l . ; t o r  d e r  m a g n e t i s c h e n
Fe lds tärke  H in  der  Absch i rmung ha t  ebenss  w ie  der  Vek tor  deg
E r r e g e r f e l d e s  H *  n u r  e i n e  $ - K o m p o n e n t e ,  d i e  d i e  L a p l a c e - 6 1 e i -
c h u n g  i n  L u f t  u n d  d i e  D i f f u s i o n s g l e i c h u n g  ( ? . t 4 )  i m  l e i t e n d e n
R a u m  e r { ü l l t -  D i e  R a n d b e d i n g u n g  d e r  A u f g a b e  l a u t e t :  H  =  H e ( t )  =
i  ( t )  /  t ? a r ) ,  w o b e i :  R r S r c R .  o  z t a  U  ( r = R n u  r = R ,  )  f i  - a < r 5 a -
I
I i(t)
\ ' /  Il
B i l d  7 , 6 .  E i n e  a x i a l s y r n r n e t r i s c h e  e l e k t r o -
magnet i  sche Absch i  rmung
Numeri  sche Lösutnq
Die  numer ischen Rechnungen wurden mi t  H i l fe  der  FE-Hethode
durchgeführ t ,  wobe i  das  be t rach te te  6eb ie t  R.Sr<R" '  OSzSa in  -176
I i n e a r e  f i n i t e  E l e m e n t e  ( 3 ? 5  E l e m e n t e k n o t e n )  u n t e r t e i l t  w u r d e .
Es  wurden f  o lgende Abrnessungen der  Absch i rJnung vorausgesetz t :
R"=  3R.  i  Rr= .  a .  D ie  Ergebn isse  der  Berechnungen werden in  den
B i l d e r n  7 . 7 ' 7 .  t t  d a r g e s t e l  I t .
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B i I d  7 . 7 .  V e r t e i l u n g  d e r  n o r m i e r t e n
T '  innerha lb  der  ax ia lsymmet r ischen
Zei tkonstante
Abschirmung
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B i l d  7 . A .  A b h ä n g i g k e i t
mier ten  Ze i tkons tan te
r = ( R  +  R  ) / 7 2  z = O  v s n
t ivefi wafiost:irke aala
B i l d  7 . ? .  A b h ä n g i g k e i t  d e r
normier ten  Ze i tkons tan te  im
P u n k t  r = ( R  +  R  ) / 7 2  z = O . v o m
v e r h ä l t n i s  t  n  7 ^
^
I
der nor-
i m  F u n k t
der  re la -
I r n  B i l d  7 . 7  w i r d  d i e  r ä u m l i c h e  V e r t e i l u n g  d e r  n o r r n i e r t e n  Z e i t -
kons tan te  ? ,  =  r /T1  mi t  T=p. .T^ '  geze ichnet .  Im Punkt  r= (R.  *  Rr>  /2
z=O wurde e inen t {e r t  von  T '=  O,  l lo  gewonnenr  d .h .  f i j r  a  =  2  [cm]
u n d  7  =  5 r 7 - l } z  t S / r n l  e r g i b t  s i c h  r  =  S r l S  E m s l .  D i e  A b h ä n g i g -
ke i t  der  normier ten  Ze i tkons tan te  vom Verhä l tn is  Aa/a  n i rd  im
Bi ld  7 . f l  angegeben.  l ' { i t  der  Annahme Aa la= l  e rhä l t  man T '=  Or?83t
d . h ,  r  =  8 1 1 6  E m s f .  I r n  B i t d  7 . 9  w i r d  d i e  A b h ä n g i g k e i t  d e r  n o r -
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B i l d  7 . 1 O .  A n a l y s e  d e s  d y n a m i -
schen Verhaltens des magneti-
schen Feldes in der l ' l i t te der
A b s c h i r m u n g :  r = ( R _ +  R - ) / ? ;  z = 0
m i t  ( a a . / a = O r 5 ) :  t  2
a )  w i r k l i c h e r  ( 1 )  u n d  a n g e n ä -
her te  tz r3 )  Vorgänge
b)  Abso lu t feh le r  der  Näherung
c) Ortskurve des Frequenz-
gang€rs; E(3orT) =H ( j<.rT) /He
B i l d  7 - l t .  A n a l y s e  d e s  d y n a m i -
schen Verhaltens des magneti-
schen Fel des i n der l ' l i tte der
A n o r d n u n g  r =  ( R _  +  R _ l  / 2 A  z = O
r n i t  a a l a = l =  t  2  
'
a )  w i r k l i c h e r  ( 1 )  u n d  a n g e n ä -
her te  (2 rS)  VorgänEe
b) Absolutfehler der Näherung
c) Ortskurve des Frequenz-
genges Et j roT) =H ( jarT) /He
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mi er ten  Ze i  tkons tan te  i  n  Funk t  r=  tF ,  +  f t l ,  /? ,  I=ü  ' /o f l i  Verhä l  tn i  g
R  / a  p r ä g e n t i e r t .  I r n  E r e n = f a l l  R . - r  o  e r g i b t  s i c h  d i e  L ö s u n g  f ü r
1 ' 1
e i n e  e b e n e  r e c h t e c k f ö r m i g e  A b s c h i r m u n g .  I n  d e n  B i i d e r n  7 . 1 t l a
u n d  7 , 1 l a  w i r d  d e r  A u s g l e i c h g v o r q l a n g  ( 1 )  d e r  m a g n e t i s c h e n  F e I d -
s tä rke  im Inneren der  Absch i rmung be i  sprunghaf te r  Er regungt
d . h .  i  ( t )  =  1 ( t )  . I r  a n g e g e h e n .  E r g e b n i s s e  d e r  n u r n e r i s c h e n  U n t e r -
s u c h u n g  i m  F r e q u e n z b e r e i c h  r + e r d e n  i n  d e n  B i l d e r n  7 . l O c  u n d  7 . 1 l c
im For rn  der  Or tgkurven darqes te l l t .  Der  Abso lu t {eh1er  der  ge-
w o n n e n e n  a p p r o : { i m i e r e n d e n  V e r l ä u f e  ( 2 - 3 )  w i r d  i n  d e n  B i l d e r n
7 .  lgb  und 7 ,  t lb  angegeben.  ?ur  Appror : i ina t ion  wurden d ie  Über t ra -
gungse lemente  ers te r  (Ver lau f  ? )  und m- te r  Ordnung (Ver lau f  3 )
a n g e w a n d t .
7.?.3. Das elekt-romagnetlschre Feld bei einer halbgeschlossenen
Absctrirmurrg
E ine  ha lbgesch los=ene,  e lek t ro rnagnet ische Absch i r rnung der
L e i t f ä h i g l ' ; e i t  y  u n d  d e r  P e r m e a b i l i t ä t  p r  b e f i n d e t  s i c h  i m  F e I d
e i n e s  v o n  d e r  S t r o m d i c h t e  J  =  l r . J  d r - t r c h f  I o g s e n e n  D o p p e l b a n d l e i -
t e r s y s t e m s  ( B i l d  7 . 1 ? ) .  D a g  D o p p e l b a n d l e i t e r s y s t e r n  b e s t e h t  a u =
= w e i  p a r a l l e l e n ,  u n e n d l i c h  l a n g e n  L e i t e r n  m i t  r e c h t e c k i g e r n  O u e r -
s c h n i t t  d e r  F l ä c h e  5 o .  D i e  x z - E b e n e  b i l d e t  d i e  S y m m e t r i e e b e n e
der  be t rach te ten  Anordnung.
Zur  Berechnung des  vor l iegende= Frob lems w i rd  das  Vek torpo ten-
t ia l  A  angewandt ,  daß h ie r  nur  d ie  z -Komponente  bes i tz t .  we lche
i n  L u f t  d i e  L a p l a c e - 6 l e i c h u n g  u n d  i n  d e n  l e i t e n d e n  6 e b i e t e n  d i e
D i  f f u s i o n s g l  e i c h u n g :
# t t# l  *  # rä# l=  {
AA
PoYn# r  in  der  Absch i r rnung
dA 
. 
i t 't der Doppel I ei -
H , T = 6 q . - P o u = r t u n g
( 7  
. 4 '
e r f i l l l e n  m u ß ,  w s b e i  J . =  l / 5 o  d i e  e i n g e p r ä g t e  S t r o r n d i c h t e  b e d e u -
t e t .  D i e  D i c h t e  d e r  i n  d e r  A b s c h i r t n u n g  i n d u = i e r t e n  h l i r b e l s t r ö r n e
i s t  d u r c h  d i e  6 l e i c h u n g
_ a AJ.= - / .  ää (7.  s)
b e s t i m r n t .  F ü r  d i e  b e i d e n  r n a s s i v e n  L e i t e r  g i l t  f o l g e n d e  B e z i e h u n g
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B i l d  7 . L ? .  E i n e  h a l b g e s c h l o s s e n e  A b s c h i r m u n g
im e lek t romagnet ischen Fe ld  des  Doppe lband-
I  ei  tersystems
Numerische Lösuno
Zur Best irnrnung des rnagnet igchen Feldes wurde das FE-Verfahren
angewandt .  Um den Rechenaufwand ger ing  zu  ha l tenr  w i rd  d re
Symmetr ie der Anordnung ausgenut=t.  Ent lang der Symmetr ieachge
g i l t  d i e  h o m o g e n e  D i r i c h l e t s c h e  R a n d b e d i n g u n g  ( B i t d  7 . L z r .  D a
der  Rand des  be t rach te ten  6eb ie tes  e igent l i ch  im Unend l ichen
l ieg t l  muß be i  der  Berechnung rn i t te ls  des  FE-Ver fahrens  e in  im
Endtichen angenomJnener Rand verwendet werden, der das Eesamtge-
b i . e t  i n  z w e i  E e b i e t e  t e i l t :  e i n  I n n e n -  u n d  e i n  A u ß e n g e b i e t .  D a s
innere  Eeb ie t  wurde in  9 [16  l ineare ,  f in i te  Dre ieckse lemente  (54O
Elernenteknoten)  d isk re t i s ie r t .  Das  Verschwinden des  rnagnet ischen
Vektorpo ten t ia ls  i rn  Unend l ichen t " lu rde  durch  63  in f  in i te  E lemente
. im Außengeb ie t  berucks ich t ig t ,  wobe i  f i J r  n  in  l /pn  (s iehe Ab-IF
,&
6J 
fi
1 0 3
schn i t t  4 .2 .4 )  d ie  Zah l  n= l  angenornmen wurde.  D iesern  ü{er t  en t -
s p r i c h t  ? w a r  n i c h t  d a s  w i r k l i c h e  F e l d v e r h a l t e n  i n  R a u m  j e d e s  i n -
f in i ten  E lementes ,  aber  w ie  e in ige  numer ische Exper imente  bevr ie -
s ,en  haben.  e rhä l t  man dami t  d ie  bes ten  Ergebn isse  au f  der  Symme-
t r i e a c h s e .  E s  w u r d e  e b e n f a l l s  e i n  s e h r  g e r i n g e r  E i n f l u ß  d e s  ! l e r -
teg von n auf die numerische Lösung in der Nähe des Koordinaten-
ursprunges bemerk t .
D i e  v o r l i e g e n d e  F e t d a u { g a b e  w u r d e  m i t  H i I f e  d e s  m a g n e t i s c h e n
Vektorpo ten t ia ls  A  fo rmul ie r t .  Vom In te resse,  besonders  im abge-
s c h i r m t e n  R a u m ,  i s t  j e d o c h  d i e  r n a g n e t i s c h e  I n d u k t i o n t  d i e  i n  d e m
bet rach te ten ,  ebenen Fa l l  durch  d ie  Bez iehung
B = r o t A = r *  # - t " - #
best i inmt  i s t .  Unter  Ber iJckg ich t igung der  Gesta l t  der  verwendeten
F o r n f u n k t i o n e n  ( 4 . ? 1 )  u n d  d e s  A p t r r s > l i m a t i o n s s a t = e g  ( 4 . 1 5 )  e r h ä l t
rnan die Komponenten des Vektors B irn Schwerpunt ' - : t  eines f  in i ten
E l e m e n t e s  i  ' j '  k :
B* = ( . ,  A,,  *  . j  o j  *  .k Ak, /  (?a) ,
B  =  - ( b . 4 .  +  b . A .  *  b u F . k r /  ( 2 4 ) t
Y L L J J
. i  =  * k  -  * j i  . j  =  X i  -  x k i  a t  =  t  j  -  r . i i
b ,  =  Y j  -  y k i  b j  =  Y k  -  Y i ;  b r  =  Y i  -  Y j i
w o b e i  d i e  A . ,  A j ,  A U  i m  a l l g e r n e i n e n  d i e  = e i t a b h ä n g i g e  L ö s u n g  d e r
Fe ldaufgabe in  den E lernenteknoten  dars te l len .
Der  Rechnung wurden fo l .genden Daten zugrunde ge leg t  (Be=e ich-
n u n g e n  s i e h e  B i l d  7 . L ? l t
a . =  4 5  [ m m ] ,  a r =  2 O  t r n m l ,  " " =  1 0  f m m l ,  * . =  1 0  E m r n J t
'  h r =  5 o  E m m l ,  h = =  4 0  [ ' m m ] ,  h r =  ? Q  f m m J t
F  =  p o =  4 t z . 1 O - "  t H / * 1  ,  7 ^ =  T " =  3 r 7 ' L 0 "  t S . / m l ,  J r =  l o d  E ä / m 2 )  '
D ie  Ergebn isge der  numer ischen Rechnungen werden in  den B i ldern
7 . 1 3 - 7 . 1 6  d a r g e s t e l t t .  t { i e  i r n  B i I d  7 . t 3  g e z e i g t  w i r d ,  i s t  d i e
mi t t le re  Ze i tkons tan te  im abgesch i rmten Raum nur  ger ing  vo tn  Or t
a b h ä n g i g .  D e r  Z e i t v e r l a u f  s o r + i e  d e r  c h a r a k t e r i s t i s c h e  H a I b -
k r e i s b o g e n  d e r ' O r t s k u r v e  ( B i 1 d  7 . 1 4 ,  z e r . t g e n  d a v o n r  d a ß  s i c h  d a s
dynamische Verha l ten  der  magnet igchen Induk t ion  im Inneren der
( 7 .  A )
( 7 . 9 '
( 7 . 1 0 )
m i t
und
1 0 4
ha lbgesch lossenen Absch i rmung ausre ichend mi t  H i t fe  e ineg {Jber -
t ragungse lementes  1 .  Ordnung beschre iben läBt .  In  den B i ldern
7 . l 5 a - d  i s t  d e r  E i n f l u ß  d e r  i m  S c h i r m  i n d u z i e r t e n  l l i r b e l s t r ö m e
auf  d ie  Ver te i lung  des  e lek t romagnet ischen Fe ldes  darge=te l l t .
f , lan  kann dabe i  deut l i ch  den Sk in -Ef fek t  in  den be iden Band le i -
te rn  e rkennen.  D ie  Ver te i lung  der  magnet ischen Induk t ion  au f  der
Symmet r ieachse ig t  i rn  B i ld  7 .16  angegeben.
B i t d  7 . L 4 .  D y n a m i s c h e s  V e r h a l t e n
im abgesch i rmten Eeb ie t  (x  =  -4
a)  Sprungantwor t l
b) Ertskurve des Frequenzganges
Icm1
der  rnagnet ischen Indu l . ; t ion
f c m l ; Y = O t c m l )
Et jr^t) = E t jou) /B ( jto=Q) .
13,25
13
a,75
12,5
-5 -4,5 -4 -3,5 -3 '2,5 '2
B i l d  7 . 1 3 .  V e r t e i l u n g  d e r  Z e i t k o n s t a n t e n
der  magnet ischen Induk t ion  im abgesch i r rn -
ten Eebiet auf der Syrnmetr ieachse
-o'5
| [msl
0,5-0,54020
F
r.
It
I [ms3
x = -{ fcrnl
1 0 5
bd
B i l d  7 . t 3 -  A b = c h i r - i r r u n g  d e g  e l e l ' : t r o m a g n e t i s c h e n  F e i d e =  b e i
e i n e r  = e i t h a r r n s n i = c h e n  E r r e g u n g .  D a r g e s t e l i t  s i n d  d i *  A q u i -
r 7 p [ : ; ] - o r p t r t e q i t i a l l i n i e n  l A l  =  c o n = t  m i t  e i n e m  Z u t ^ l a c h s  Ä A  =
=  i o r  l "  1 i t - a  t ' r . t b . 1 m l  f  ü r  i i i  r r e q u e n = e n :
a )  f  =  ( l  t H = l i  l A l  =  ( O  +  - 1 r t - t f  i t j - a  f l ' J b . , ' n r l i
b )  +  =  5 f - )  t H r l i  l ä l  =  ( r - 1  +  3 . 5 i ' i O - 4  f l i J i : r ' r n J ;
-  c )  f  =  1 i : r 0  t H r l i  l t l  =  ( r - )  +  ? . J ) ' i ( : ) - ' 0  t H b / m l ;
d )  f  =  ? o r : )  t H : l i  l ä l  =  t ( : l  + : . t l ) ' l t - r - '  I t d b / ' ! r r ] -
Fr
F
a .
E '?,,
E:r.
!,rt&q.
1 0 6
b.
[cml
0
- 8
E i l d  7 . 1 6 .  V e r t e i l u n g  d e r  r n a g n e t i s c h e n  I n d u k t i o n
auf der Symmetr ieachse
7.2.1. Abschirmung von ZyJ- inderspulen durctr  eine lei tende Platte
E i n e  I e i t e n d e  P l a t t e  d e r  L e i t + ä h i g k e i t  f  u n d  d e r  P e r r n e a b i l i t ä t
; r  b e f i n d e t  s i c h  i m  e l e k t r o m a g n e t i s c h e n  F e l d  e i n e r  Z y l i n d e r s p u l e t
deren aus dt i rrnen Drähten bestehende N hl icklungen vsm Strom i  ( t )
durch f lossen urerden.  D ie  Eeomet r ie  der  Anordnung is t  in  zy l in -
d e r s y m n e t r i s c h e n  K o o r d i n a t e n  l r r $ r z l  i m  B i l d  7 . 1 7  d a r g e s t e l l t .
I n  d e r  P l a t t e  w i r d  e i n e  h f i r b e l s t r o m d i c h t e  i n  C - R i c h t u n g  i n d u -
z i e r t  u n d  d i e  m a g n e t i s c h e  I n d u k t i o n  v e r l ä u f t  i n  d e r  r z -  E b e n e .
Zur  Fe ldberechnung des  vor l  iegenden h f i rbe ls t romprob lems wr rd
das  Vektorpo ten t ia l  ^  =  1d '  A  verwendet ,  das  d ie  Lap lace-61e i -
c h u n g  i n  L u f t ,  d i e  P o i s o n s c h e  E l e i c h u n g  i n n e r h a l b  d e r  S p u l e n -
w i c k l u n g  u n d  d i e  h o m o g e n e  D i f { u s i o n s g l e i c h u n g  i n  d e r  F I a t t e  e r -
f  t t l  1 t ,  d .  h .
i n  L u f t
i n  d e r  S p u l e
i n  d e r  P l a t t e
( 7 . 1 1 '
f o '
] = I -uo'*
t u " t A E '
t'
F.:{
r
t.
h
*p:
&
iu
a f  1  d ( r A ) l  a f  1  d ( r A )
arl f t t  i tr  I  azl rp Az
L - l r r L f
m i t  J  =  N i / S  u n d  S  =  ( h r . - . h " ) . ( R r -  R r ) .
Im Fa l l  e iner  unend l ich  ausgedehnten  P la t te  kann man mi t  Ver -
wendung von Begse l -  und Four ie r - In tegra l t rans format ionen d ieses
= 0 [Hz l
t o 7
rt:
*
F
F r o b l e m  a n a l y t i s c h  L ö s e n  ( : . 8 .  L i p i l r - s i e i  t 5 ? . 1 ) .  D a  d i e  A b s c h i r r n -
ptatte endLiche Abmessungen hat,  kann rnan das Problem nur nume-
r isch  behande ln .
B i l d  7 . 1 7 .  A b s c h i r m p l a t t e  i m  F e l d  e i n e r  g t r o r n d u r c h -
f  lossenen Zy l  inderspu le
Numerische Lösuno
Bei der numerischen Lösung dieser t{ i rbel=tromaufgabe wurde
s t a t t  d e s  V e k t o r p o t e n t i a l s  e i n e  f ü r  v e k t o r i e l l e  a x i a l s y r n m e t r i -
sche Prob le rne  t ib l  i che  H i  l f  s f ,unk t ion  U =  r 'A  e ingesetz t .  Das
durch  e inen k t ins t l i chen Rand begren=te  o f fene Fe ldgeb ie t  r+urde
in  952 l ineare  f in i te  E le rnente  (523 E lementeknoten)  zer leg t .  Zur
l ' l ode l l ie rung der  Funk t ion  U i rn  unbegrenz ten  Au8engeb ie t  wurden
6? in f in i te  E le rnente  mi t  dem Poten=exponent  (L /p^  )  von  n=t  ver -
wendet.
D ie  durch  den Wi rbe l  von  A bes t immte magnet ische Induk t ion
I  au te t :
F
B = r o t A = - 1 " . # * t , . [ 3 i # l  * ' "  t l # l
(7 .  12 '
B  i n  e i n e m  f i n i t e n
AA
* E ]  =  - t , ' I
I
Daraug folgen die Komponenten des Vektors
E l e m e n t  i r j r k :
B  =  - ( c . U .  +  c . U .  +  c . U ,  l / ( 2 Ä r l ,
I L L J J I C K
( 7 .  1 5 )
B_  =  (b .  U .  *  O j  U j  ' +  bkuk ,  /  ( 2  r r ,  ( 7 .14 ,
wobe i  d ie  Koe f f i z i en ten  b_  und  c_  (m =  i r j r k )  de r  Fo rmfunk t i onen
1 0 4
a n a l o g  w i e  i n
s t a t t  x . y  d i e
d e r  G l n  ( 7 . 9 - 7  -  t O ,
V e r ä n d e r l i c h e n  F r i
best i  rnmt werden. Dabei sol  l  en
entsprechend angenorn{nen werden.
Ui"t
f'rrz
B i l d  7 . 1 f 3 .  O u a d r a t i s c h e  I n t e r p o l g t i o n  d e r  H i l f s -
funk t ion  U in  der  Nähe der  =-Achse
Auf  der  z -Achse ig t  d ie  Randbed ingung A =  O und aug Symmet r ie -
gr irnden ist  hier B"= O. Zur Berechnung der Hornponente B auf der
z - A c h s e  w i r d  s t a t t  d e r  6 t .  ( 7 . 1 4 )  f o l g e n d e  B e z i e h u n g
u , * " t ? * ,  -  u '  
, n t? * ,
( 7 .  t 5 )
( 7 . 1 6 )
U  r .  -  U .  r .
L + 1  L + 2  L + 2  L + 1
2
r .  - r .  r .
L + 2  L + 1  L + 2
( 7 .  1 5 - 7 -  1 6 )  e r h ä I t
( B )  = r i m [ 3 * g g l = ? ] r * #
z  r = o  
r + o  L r  o r  J  r + o
h
IF
ausgenutz t -  Be i  der  Verurendung von l inearen f in i ten  Dre ieckse-
l e m e n t e n  r + i r d  e b e n f a l l s  e i n e  l i n e a r e  A b h ä n g i g k e i t  d e r  F u n k t i o n  U
in  jedem E lement  gewonnen.  Um d ie  Ab le i tung öA/ör  fü r  r -+O r ich-
t i g  e r m i t t e l n  z u  k ö n n e n .  k a n n  m a n  e i n e  q u a d r a t i s c h e  I n t e r p o l a -
t i o n  d e r  d i s k r e t e n  b J e r t e n  v o n  U  ( B i l d  7 . l E l )  d u r c h f ü h r e n .  D i e
Funkt ion  U läßt  s ich  dann im Form des  In te rpo la t ionssatzes
2U ( r r z = t r o n s t t  - t r r t * P " .
m i t  den  Hoe f f i z i en ten
P l = 2 2
t i * a t i * "  -  t t * ^ t t * ,
P z = 2
F i  
* a
dars te l len .  Unter  Eer iJcks ich t igung den 6 ln
m a n  s c h l i e B l i c h
109
(8") , '=o = =: i l  #  t  3 ]  = 3: l :  äF, ,o,  + p"r)  -  ? j r . ' -  -  (7-17'
Die  Ee isp ie l lösung wurde un ter  Annahme fo lgender  Daten  ge fun-
d e n  ( B e z e i c h n u n g e n  s i e h e  B i l d  7 . 1 7 1 =
R . =  2 o  t m m l ,  R " =  4 o  E m m l ,  R " =  l o o  f m m ] '
'  h r =  6 5  f r n r n l ,  h " =  2 Ö  f m m J ,  d  =  1 0  f m r n 3 t
p  =  H . =  4 2 . 1 O - '  t H / ^ J s  T  =  = , r 7 ' L O "  E S / m J ,  J  =  l o d  E A / n 2 1 .
-' 
-lr -q5 -3 -e5 -2 - t,5 -1
B i l d  7 . t 9 .  V e r t e i l u n g  d e r  Z e i t k o n g t a n t e
der  rnagnet ischen Induk t ion  i rn  abgesch i r rn -
ten Eebiet auf der SYmmetr ieachse
B i l d  7 - Z O .  D y n a m i s c h e s  V e r h a l t e n  d e r  r n a g n e t i s c h e n  I n d u k t i s n
i m  a b g e s c h i r m t e n  G e b i e t  ( r  -  O  f c m l ,  z  -  - 2  t c m l )
a )  Sprungantwor t ;
b )  o r tskurve  des  Frequenzganges E( j ( l j ) -  B( jco) /B( j ( l )=o) '
-0,5403020 0,5
z = - Zlcm)
1 1 0
@d
Bi I  d 7 .2t .  Abschi rrnung des el  ektromagneti  schen Fel des bei
e iner  =e i thar rnon ischen Er regung durch  e ine  le i tende P la t te .
D a r g e s t e l l t  g i n d -  d i e  L i n i e n  l t ' A l  =  c o n s t  m i t  e i n e m  Z u w a c h s
a ( r . A )  -  + o r 4 . l ü - d  t w b l  f ü r  d i ö  F r G q u e n r e n :
a )  f  =  o  t H a l l  l r ' ä l  =  ( o  +  6 r E l ) ' l o - d  t w b l ;
b )  +  =  5 0  t H e l ;  l r ' ä l  =  ( o  +  6 1 4 ) ' 1 r ) - 6  E H b J ;
c )  +  =  l o o  t H z S i  l r ' ä l  =  ( o  +  6 1 4 ) ' l o - d  E H b J ;
d )  f  =  2 o o  t H z l ;  l r ' ä t  =  ( o  +  6 , 4 r  ' 1 0 - 6  t w b l .
D ie  Ergebn isse  der  numer ischen Rechnungen werden in  den B i ldern
7 . 1 9 - 7 . 2 ?  g e z e i g t .  I m  B i l d  7 . L ?  i s t  d i e  A b h ä n g i g k e i t  d e r  m i t t l e -
ren  Ze i tkons tan te  der  magnet ischen Induk t ion  im abgesch i rmten
6eb ie t  von  der  Veränder l i chen =  darges te t t t .  Das  dynamische Ver -
h a l t e n  d e r  I n d u k t i o n  i n . e i n e m  P u n k t  d e s  a b g e s c h i r m t e n  6 e b i e t e s
wurde mi t  H i l fe  der  Sprungantwor t  und der  Or tgkurve  des  Fre-
quenzganges un tersucht ,  und im B i ld  7 .2O geze ig t .  Dag Absch i rm-
verha l ten  be i  e iner  ze i tharmon ischen Er regung r+urde durch  Lösung
der  He lmho l tz -D i f fe ren t ia lg le ichung bes t immt  und in  den B i ldern
7 . ? l  u n d  7 . 2 2  i l l u s t r i e r t ,
t t l
l D l I m r ]
B i l d  7 . 2 2 .  V e r t e i l u n g  d e r  m a g n e t i s c h e n  I n d u k t i o n
auf der Symmetr ieachse
7. 2. 5. I{ittlere Zeit-konstant-e rrrrd Schirmf,aktor
Zur  üharak ter i . s ie rung der  Sch i rmwi rkung ur r rd  be im s ta t ionä-
ren  magnet ischen Fe ld  d ie  d i r rens ions lose  ree le  Zah l
S = H . / H " , ( 7 .  1 B )
der  sogenannte  Sch i rmfak tor  t44 l  verwendet .  Er  g ib t  B f l r  u r t  w ie -
v ie l  d ie  rnagnet i=che Fetds tärke  H.  im inneren abgesch i rmten 6e ' -
biet  gegeni. iber der Feldstärke H, bei der Abwesenheit  der Ab-
sch i r rnung reduz ie r t  w i rd .  Be i  der  quas is ta t i .onären e lek t romag-
net ischen Absch i rmung b i lde t  der  Sch i rmfak tor  ebenso w ie  d ie
magnetische Feldstärke einen frequenzabhängigen komplexen $lert
E( j r . r )  =  q -  ( j r . r )  / { t j to ) ( 7 .  t ? >
l l an  kann beweisen,  daß fu r  d ie  in  d iesem Kap i te l  be t rach te ten
Sch i rmprob leme fo lgende Bez iehung g i  l t
{ r j o r ) = q ( j o = O ) '
d .h .  der  o .g .  Sch i rmfak tor  9 ( jco)  und der  un tersuchte  Frequenz-
g e n g  F ( j < o )  g i n d  ä q u i v a l e n t .  V o m  t h e o r e t i s c h e n  S t a n d p u n k t  b i l d e t
d a s  i r n  A b s c h n i t t  7 . 2 . 3  d a r g e s t e l l t e  P r o b l e m  e i n e  A u s n a h m e ,  w e i l
auch be i  Abwesenhe i t  des  Sch i rms d ie  S t romverdrängung in  den
be iden mass iven Le i te rn  berücks ich t ig t  werden mi lß te .  D ie  durch-
! 1 2
geführ ten ,  numer ischen E: tper i inen te  haben jedoch bewies ,en ,  daß in
der  Pra :< is  d iese  Stnomverdrängung ke inen E in t lu rß  au f  das  ur -
sprüng1 i  che  e}ek t romagnet i  sche Fe l  d  i  rn  Raum der  Absch i  r - rnung
hat .  Aus  d iese ln  6 rund r . l i rd  i rn  we i te ren  9( j to )  =  F( jco)  angenofn{nen '
t .
[nz]
B i l d  7 - 7 3 .  A b s o l u t w e r t  d e g
Sch i rmfak tors  der  Absch i r {nung
v o r n  B i l d  7 . 1 7 2
1-aus dem FrequenEgang E{j<,r)
e r m i  t t e l  t  '
? -au f  Grund der  Ze i tkons tan te
abgeschätrt
5 o I 1  F  ( j c o )  =  l / ( L  +  j o r )  d e r  g e n ä h e r t e  F r e q u e n = g a n g
-a
w o b e i  T  d i e  r n i t t l e r e  Z e i t l * o n s t a n t e  e i n e s  n i c h t s t a t i o n ä r e n
t ro rnagnet ischen Vorgangs in  der  Absch i rnung bedeute t "  5B
man
s e i n t
e l  e k -
e r h ä 1  t
( 7 . ? O '5 S ( j c u )  =  F t j c ^ r )  *  f - ( j < , r )  =  l l ( t  +  j c o r )  '
t { i e  i m  H a p i t e l  6  g e = e i g t  w u r r d e ,  g i } t  d i e  N ä h e r u n q l  t 7 . 2 | ) )  n u r
i  m Fa l  I  re l  a t i  v  k I  e i  ner  l { re i  = f  requenzen a)  und } tann i  m A1 I  ge-
meinen n ich t  zur  Ana lyse  i rn  b re i ten  Frequen=bere ich  angewandt
w e r d e n .  D u r c h  d i e  6 1 .  ( 7 - ? O )  i s t  j e d o c h  e i n e  B e = i e h u n g  = u r i s c h e n
d e m  s c h i r m f a k t o r  g ( j < o )  u n d  d e r  r n i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e n  b e -
g t i r n m t .  Z u m  B e i s p i e l  b e d e u t e t  e i n e  g r ö t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  e i n e n
k l e i n e r e n  S c h i r m f a k t o r ,  d . h .  b e s s e r e  s c h i r i n n i r k u n g .  N e b e n  d e r n
ü b I i c h  a u s g e n u t = t e n  S c h i r m f a k t o r  k a n n  d e m n a c h  d i e  m i t t l e r e  Z e i t -
kons tan te  a ls  e in facher  Parameter  =ur  Charak ter is ie rung.  von
e leh t rs rnagnet i . schen Abssh i rmunqen ebenf  s l  l s  ' l e rwendet  werden '
Außerdem kann rnan au f  6 rund der  mi t t le ren  Ze i tkons tan te  und der
genäher ten  Be= iehung (7 .  ?O)  den Abso lu twer t  des  Sch i rmf  a [ : ' to rs
( B i l d  7 . 2 3 >  a b s c h ä t a e n .
tL3
7.g. Zeitkonstant-e des nragnet ischen FluBes in einem Gleichstrom-
rnagnet bei feststetrendern Änker
Zur  Bee in f lussung des  dynamischen Verha l tens  von 6 le ichs t rom-
magneten werden u .a .  e in ige  scha l tungs techn ische l ' l a l lnahmen (E in -
z e l h e i t e n  s . B .  b e i  K a L L e n b a c h  t 4 5 l )  v e r w e n d e t .  D i e  B e s c h l e u n i -
gung deg i jbergangsprozesses  kann durch  den E insa t=  e ineg vorw i -
ders tandes bzw.  e iner  RC-Kornb ina t ion  er fo lgen.  D ie  verzöger te
bl i  rkung des El ektrornagneten wi rd dagegen rni  t  Hi I  f  e von l(urz-
s c h l u ß w i c p l u n g e n  e r r e i c h t ,  w o b e i  i m  e i n f a c h s t e n  F a l I  K u r = s c h l u ß -
r i n g e  a u s g e n u t z t  w e r d e n .  D e r  K u r z s c h l u ß r i n g  w i r d  i n  F o r m  e i n e r
Buchse aus  l r -up f  e r  bzur .  A lumin ium angef  e r t ig t  und zusamJren mi t
der  s t ro rndurch f  lossenen Er regerspu le  h :oan ia l  an  e inem Kern  ange-
bracht .  Be i  en tsprechender  Hsns t ruk t ion 's lösung läßt  s ich  der
R i n g  v e r s c h i e b e n ,  w o d u r c h  d i e  V e r z ö g e r u n g  i m  g e w i s s e n  B e r e i c h
e i  nges te l  l  t  werden kann (E lbauna t3? l  i  .  E i  n  I ' l ode l  l  deg  Topf  magne-
t e n  r n i t  e i n e m  v e r s s h i e b b a r e n  K u r = g c h l u 8 r i n g  i s t  i m  B r I d  7 ' ? 4
d a r g e s t e f  I t .
B i l d  7 . 2 4 .
s c h l  u ß r i  n g :
3 -  Gehäuse;
/*
I
\
Topf rnagnet mi t  verschi ebbarem l{ur=-
1  -  H u r = s c h l u t ß r i n g ;  ?  -  E r r e g e r s p u l e ;
4  -  A n k e r ;  5  -  A r b e i t s l u f t s P a l t
Unter  dem dynarn ischen Verha l ten  des  E lek t romagneten  vers teh t
man das  Gesamtverha l ten  r+ährend des  Au=g le ichsvorBangs!  we lches
d u r c h  d i e  K o p p l u n g  e l e l : t r i g c h e r ,  m a g n e t i s c h e r  u n d  r n e c h a n i g c h e r
P r s = e s s e  b e s t i m m t  w i r d .  I n  d i e s e m  A b s c h n i t t  t " l i r d  d e r  E i r r f l u ß  v o n
h l i rbe ls t rö rnen au f  d ie  Dynami l t  deg E lek t ro rnaqneten  un tersucht .
D i e  i m  B i l d  7 . ? 4  g e = e i g t e  A n o r d n u n g  i s t  e i n  E e i s p i e l  e i n e s
m a g n e t i s c h e n  K r e i s e s  m i t  v e r t e i l t e r  E r r e g u n g .  U r n  d e n  m a g n e t i -
t t 4
s c h e n  F l u ß  ö ,  i m  A r b e i t s l u f t s p a l t  b e s t i m m e n  = u  k ö n n e n ,  s o l l
=uer= t  das  Ve l : to rpo ten t ia l  A  ge funden werden.  Das tJeh torPoten-
t ia l  ha t  ebengo w ie  d ie  Er regers t ro rnc l i ch te  nur  e ine  f -Homponen-
t e ,  d i e  i n  L u f t  d i e  L a p l a c e - ,  i n  d e r  s p u l e  d i e  P o i s s o n -  u n d  i n
d e n  l e i t e n d e n  T e i l e n  d e 5 '  E l e k t r o m a g n e t e n  ( 1 ! 3 t 4 )  d i e  h o m o g e n e
D i  f  f  u s i  o n s g l  e i  c h u n g  e r f  ü 1  I  t -
D e r  m a g n e t i s c h e  F l u ß  i s t  d u r c h  d i e  B e = i e h u n g
ö  =  S  A ' d l
L
A r b e i t s l u f  t s p a l t  k a n n  d e r  F l u ß  i ! "
0 . ? t ,
aus fo l -
( 7 . 3 ? )
i s t  e s  ü b l i c h '
zu berechnen'
Q . ? 3 1
b e s t i m m t ,  d .  h .  i n  d e r n
g e n d e r  A b h ä n g i g k e i t
O  =  A ' ? n r
a
b e r e c h n e t  w e r d e n .  F ü r  a x i a l = y m m e t r i s c h e  A u f g a b e n
s t a t t  d e r  F u n k t i o n  A  d i e  H i l f  s f u n l ' ; t i o n  U  =  r ' A
D a n n  e r g i b t  s i c h
S  = ? z U
a :
Numerische Lösuno
Obwohl  das  ver l  iegende Proh le rn  räuml  i ch  o f , f  en  is t ,  
' k *nn  
mar l
wegen des  Vorhandense ins  e ines  peF.neab len  Gehäuses  a l tßerha lb  des
Ele ichs t romrnagneten  e ine  Berandung rn i t  der  Randbed ingung A=tJ  an-
nehmen.  Ar - r f  der  Symmet r ieachse g i l t  ebenf  a l l s  d ie  homogene Rand-
b e d i n g u n g  A = O .  D a s  b e t r a c h t e t e  E e b i e t  w u r d e  i n  ? ? 3  l i n e a r e  f i -
n i te  E lemente  (4?B E lernenteknoten)  un ter te i l t '
Tabe l  l  e  7 .  1 .  S to{ f  r . re r te  des  E l  e i  ch-
= t rommagneten (Nr .  des  6eb ie tes
s i e h e  B i l d  7 . ? 4 ,
Nr ,  deg
Eeb i  e tes
v r
t - - l
T
t5 . /ml
1
?
3
4
5
I
I
5ü0
500
1
i 7  . t o 6  t C u )
l ' ' " 1  ]  ( F e )
3 ' 1 o  )
o
1 1 5
{ [rnsl
?7,s
25
22,5
2A
'17,5
Bi  1d  7 .  "5 .  Abhäng i  gke i  t  der  Ze i  t l ' :on=tan te  des
r n a g n e t i = c h e n  F l u ß e s  i m  A r b e i t s l u f t s p a l t  ( P u n k t
1  u n d  ? )  v o n  d e r  L a g e  d e s  l i u r = s c h l u ß r i n q e s
Die  =ur  Rechnung angenc i rn rnenen Sto f f t+er te  = ind  in  Tabe l le  7 '1
z u s ä r n m e n g e s t e l l t .  E g  u r u r d e  d i e  r n a g n e t i g c h e  D u r c h f l u t u n g  ( d i e  l l m -
p e r e w i n d u n g s z a h l )  v o n  = 5 t 1 0  t A l  u n d  d e r  A r b e i t g l u f t s p a l t  v a n  ö
frnml varausgesetzt.
Ergebn isse  der  numer ischen l technungen werden in  den F i . ldern
7 . " 3 - 7 . ? 7  p r ä s e n t i e r t .  I i n  B i l d  7 . ? 3  i s t  d i e  A b h ä n g i g f i e i t  d e r
m i t t l e r e n  Z e i t - k a n s t a n t e  d e g  F l u ß ' v e r l a u f e s  i m  A r b e i t s l u f t s p a l t
v o n  d e r  V e r s c h i e b u n g  d e s  K u r = s c h l u B r i n q e = '  g e = e i g t .  D i e  N u l 1 -
s te l  l  ung  hedeute t ,  da8 = i  ch  der  R i  ng  i  n  der  e : t  t re rn  I  i  n  l :en  Lage
b e f i n d e t .  t r h n e  H u r = s c h t u ß r i n g  e r g i b t  = i c h  e i n e  r n i t t l e r e  Z e i t l , : e n -
s t a n t e  L r r n  r  =  B r 2 B  t m s l  u n d  m i t  d e r n s e l b e n  i s t  s i e  2 ! 4  b i g  - 1  r r i a l
g r ö ß e r  ( j e  n a c h  L a g e  d e s  R i n g e s ) .  I m  B i l d  7 . ? 6  i g t  d i e  V e r t e i -
l u n g  d e r  m i t t l e r p n  Z e i t k o n s t a n t e  u n d  d e g  r n a g n e t i s c h e n  F l u ß e s  i m
A r b e i t s l u f t s p a l t  u n d  i m  B i l d  7 . 7 7  d e r  V e r l a u f  d e r  L i n i e n  r ' A  =
c s n s t  i m  . 6 e b i e t  d e s  6 I e i c h s t r o m m a g n e t e n  d a r g e s t e l l t .
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Ar beit  s
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27,5
25
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B i l d  7 . ? ' b '  V e r t e i l u n g  a )  d e r
Ze i tkons tan te  des  rnagnet i -
schen F lußes:  b )  des  magne-
t i s c h e n  F l u ß e s  i m  A r b e i t s -
l u f t s p a l t  m i t  2 r  =  3 3 1 5  [ m m ]
ÖqIt\'/b]
B i l d  7 . 2 7 .  V e r t e i l u n g  d e r  L i n i e n  r A  =  c o n s t
im s ta t ionären Zus tand f i . l r  d ie  Durch f  Iu tung
v o n  ? 5 O O  t A ' 1 .  6 e s e i c h n e t  s i n d  d i e  L i n i e n
r ' A  =  ( o  +  1 r T ) ' l o - '  t w b l  r n i t  d e m  Z u w a c h s
v o n  + o ,  1 ' l o - '  ' t u l b l
t 1 7
7.1. Das dynamisctre Verhalten eines akt iwen elektr ischen "Yit te-
rrrrrgsf ürhlers "
7.1.! .  Al l .geneines
An der  TU Szczec in  werden d ie  rn i t  der  Automat is ie rung von
Fernhe izungssys temen verbundenen Arbe i ten  im Auf t rag  des  For -
schungs-  und Entw ick lungszent rums fü r  d ie  Fernhe izung (b la rschau)
durchgef ührt .  Die Forschungen wurden am Beispiel  des vott l  Heiz-
kraftwerk EC II  -  Pomorzany gespeisten FernwärrneverEorgunqssy-
stems zuerst (198?-85) im Rahmen des Regierungsprogramms PR-B
und dann (1?El6-El9) i rn Rahroen des zentralen Programrns CPBR 5.1.4
r e a l i s i e r t .  I n  d i e s e m  A b s c h n i t t  w e r d e n  d i e  E r g e b n i s s e  e i n i g e r
Forgchungsarbe i ten  (Dt rnad u .  a .  t31 l  )  darges te l  l t .  !ir.
Sparsames l { i r t schaf ten  mi t  h lä rmeenerg ie  e r fo rder t  e ine  s tänd i -  f
ge Anpass,ung der hfärmeversorgung an den tatsächl ichen Bedarf  der
behe iz ten  Bb jek te .  D ie  Homplexautorna t is ie rung e ines  großen Fern-
he i=sys tems bes teh t  dar in ,  daß dre i  ( i lbergeordnete)  Rege lungs-
s tu fen  verwendet  werden,  D ie  e rs te  (n iedr ig= te)  S tu fe  b i lde t
die t{ärmeveirssrgungsregelung in behei=ten Räurnen durch Anwen-
dung von direkt auf dem Hei.=körper angebrachten Therrnoregelutngs-
vent i len .  Auf  d iese  l r le ise  w i rd  d ie  Tempera tur  in  e inze lnen Räu-
men deg Eebäudes nach den ind iv idue l len  Bedür fn issen der  Benoh-
n e r  e i n g e s t e l l t .  D i e  r i c h t i g e  h f i r k u n g  d e s  T h e r m o r e g l e r s  i s t  v o n
der  L ie fe rung e iner  en t=prechenden F färmemenge abhäng ig .  D iese
l r fä rmernenge w i rd  aus  den Fernhe izungsknoten  ge l ie fe r t  und ss l i
den aktuel I  en l {ärmebedürf  ni  ssen entsprechen. hf i  rd si  e mangel -
ha f t r  so  t r i t t  unabhäng ig  von der  h f i rkung der  o .g .  Thermoreg le r
e in  Tempera turab fa l l  au f  -  E ine  su  große l r lä rmemenge kann dagegen
zur  Beschäd igung der  Innen ins ta l la t i sn  f i . Jhren .  Aus  d iegem 6rund
i s t  d i e  A n w e n d u n g  d e r  s w e i t e n  R e g e l u n g s s t u f e  e r f o r d e r l i c h .  Z u r  l
r i ch t igen Ausgteuerung der  in  den Fernhe izungsknoten  au f t re -
tenden lr färmeaustauscher werden verschi edene Regel ungssysteme
verwendet  tB5 l .  E ine  der  Lösungen bas ie r t  au f  der  Anwendung des
EZTR-Satzes ,  der  zur  Rege lung der  Vor lau f tempera tur  in  der  Zen-
t r a l h e i z u n g s i n s t a l l a t i o n  e n t w o r f e n  w u r d e .  D e r  E Z R T - S a t z  p r i r d
u . a .  m i t  f o l g e n d e n  T e i l a n l a g e n  a u s g e s t a t t e t :
1 1 4
-  e lek t ron ischer  Reg ler  R-3O3 bzw.  R-3O4 (Hers te l le r :  vEB tde t rsn
-b le ida)  t
-  e lek t r i scher  K l imact -Schubant r ieb  KTt l  bzw '  KTI  (Hers te l le r ;
HTO -  Zavody Fr iemys love  Automat iEace l lnon ice ;  KTI  Zavody
Pr iemyse lne j  Autorna t izac ie  Du lka  Presov ,  öSFR)  '
-  Temperaturfühler zur l ' lessung der Außentemperatur,  z-8. ToPO-
3t/n (Herstel  ler:  I ' IERA-KFAP Krak6w' RP) t
-  Temperaturf i jh ler zur l " lessung der geregelten Temperatur des
hfärmeträgers, z.E. TOP-E3 (Herstel ler:  I ' IERA-KFAP KraF;öwr RP).
Zusätz l i ch  werden d ie  S te l l ven t i le  ?O.OOOA (Zak lady  Automatyk i
I ' IERA-POLNA PrzernySl '  RP) verwendet '
D i e  d r i t t e  R e g e l u n g s s t u f e  b e f i n d e t  s i c h  i m  H e i = w e r k r  H o  d r e
wärmeerzeugung nach den hlettErPrognosen und unter Beri lcksicht i -
gung von bes t immten l {e t te rcharak ter is t i ken  gep}ant  und rea l i -
s i e r t  w i r d .
Probl Ffne, di  e i  n dem vorl  i  egenden Abschni t t  behandel t  werden
s ind  rn i t  der  =we i ten  Rege lungss tu fe  verbunden.  Be i  der  Rege lung
des Zent ra lhe i=ungssys tems w i rd  d ie  l ' l essung e in iger  Tempera tur -
vorgänge er fo rder l i ch .  von  großem In te resse is t  dabe i  d ie
l" lessung der Luft ternperatur au8erhalb des erwärmten Eebäudes'  Zu
d iesem Zweck werden gewöhn l ich  d ie  e lek t r i schen Widers tands ther -
rnometer ,  z .  B .  mi t  e inem P la t in - t " leßwider= tand (P t  lOO)  benutz t '
Diese Fleßfuhler dienen nur zur I ' tessung der Temperatur,  während
die thermischen Bedingungen in den erwärmten Räumen auch von
v ie len  anderen Fak toren ,  w ie  z .B .  von  der  Lu f t feucht igke i t
au8erhalb des Eebäudes oder von der t{ indstärke und sionnenein-
s t rah lung abhängen-  Urn  den Enf luß d ieser  Fak toren  berücks ich t i -
gen zu  k t r rnen,  so l l  s ta t t  deg e in fachen e lek t r i schen Thermome-
ters  e in  ak t iver  "Wi t te rungs füh le r "  angewandt  werden '  Der  Füh-
le r  so l l  au f  d ie  a tmosphär igchen Außenbed ingungen ähn l ich  w ie
das beheizte Eebäude reagieren. Au8erdem muß er weiteren Anfor-
derungen en tsprechen t31 l :
-  Der Fühler rnu8 an den vorhandenen Temperaturregler angepasst
werden l
-  Der  Füh ler  so l l  t ]ber  var iab le  dynamische E igenschaf ten  ver fü -
ge f l r  was  durch  e in  zusätz l i ches  e lek t ron isches  Sys tem er -
r e i c h t  w i r d .  D a n k  d i e s e r  E i g e n s c h a f t e n  s o l l  i m  F a l 1  e i n e r
1 1 9
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p 1 ö t : l i c h e n  S t e i g e r u n g  d e r  A u ß e n b e d i n g u n g e n ,  d a s  v e r e ö g e r t e
Ansprechen des  Reg lers  bewi rk t  werden,  wodurch  das  Fernhe i=-
sys tern  vor  Be las tung und ge fähr l i cher  Druck=unahme gesch iJ t r t
werden l *ann;
-  D e r  F ü h t e r  s s l l  s c h n e l l  v e r ä n d e r l i c h e  u n d  k u r z f r i s t i g e  S c h w a n -
k u n g  d e r  A u ß e n b e d i n g u n g e n  " a b { i I t e r n " .
D ie  ak t ive  l r f i r kung des  Füh lerg  kann durch  d ie  Auss ta t tung deE
Thermometers  mi t  e inem zusät= l i chen h f iders tandshe i=körper  e r -
r e i c h t  w e r d e n , ,  w o b e i  d i e  t r l ä r m e l e i s t u n g  d e s  e l e k t r i s c h e n  t ' l i k r o -
h e i = e r s  d u r c h  d a =  o .  g .  e l e l , : t r s n i = c h e  S y s t e r n  g e r e g e l t  w i r d .  D i e
Bed ingungen des  l r lä rmeaustausches  zwischen de in  " l . f i t te rungs füh le r "
und der  Umgebung s ind  ind i rek t  von  der  h l inds tärke  und der
F e u c h t i g k e i t  a b h ä n g i g .  S t e i g t  e . B .  d i e  W i n d g e s c h w i n d i g k e i t '  5 0
s t e i g e n  a u c h  d i e  R e y n o l d g c h e  ( R e )  u n d  d i e  N u g s e l t s c h e  ( N u )  Z a h l
sot^r ie der Wärineübert-ragungsl"- :oef f  iz ient cr.  Nach der Anderung der
Randbed ingungen w i rd  auch d ie  d r - i rch  den F Ia t in - l * leßwiders tand ge-
rnessene Tempera tu . r  . ;e r rn indsr t .  D iese  Ternpera tur  b i  lde t  de innach
d i  e  Resu l  tan te  a I  I  e r  a t rno=phär  i  =chen Fa l * to ren .
Der  Füh ler  i s t  m i t  :we i  unabhäng igen Ternpera tur füh le rn  ausgE-
s t a t t e t ,  w o b e i  d e r  e i n e  a n  d e n  e l e l r t r o n i s c h e n  R e g l e r  R - 3 O S  ä n g e -
s c h l o s s e n  w i r d  u n d  d e r  e w e i t e  f ü r  d i e  H i t w i r k u n g  m i t  d e r n  = u s ä t = -
I  i  chen el  el ' : t ron i  schen Systern vorgesehen i  st .
U m  e i n e  r i c h t i g e  H i t w i r l * r - t n g  g e w ä h r l e i = t e n  z u  k ö n n e n ,  s o l l  d e r
Füh ler  über  bes t i inmte  dynarn ische E igenschaf ten  ver fÜgen.  Be im
E n t w u r f  d e s  F ü h l e r s  w a r  d i e  D u r c h f ü h r u n g  e i n e r  R e i h e  v o n  e x p e r i -
i n e n t e l l e n  u n d  t h e o r e t i g c h e n  F o r s c h u n g s a r b e i t e n ,  z . E .  e i n e r  r e c h -
n e r g e s t ü t = t e n  S i m u l a t i o n  e r f o r d e r l i c h .  D a n l <  d i e s e r  S i m u l a t i o n
w u r d e n  u . a .  d i e  d y n a r n i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  d e s  e n t w o r f e n e n  F ü h -
le rs  abgeschätz t .  Das  vom Ver fasser  bearbe i te te  FE-Computerpro-
grarnrn  wurde an  den zuers t  herges te l l ten  Heßfüh le rn  ge tes te t .  In
d i e = e m  A b s c h n i t t  w e r d e n  n L r r  e i n i g e  E r g e b n i g s e  d e r  d u r c h g e f ü h r t e n
Untersuchungen darges te l  1 t .  Aus f  ühr l  i  che  In f  o rmat i  onen l . rann rnän
i n  d e n  A u f t r a g s b e r i c h t e n  t 3 1 l  f i n d e n .
teo
a " "E!f
Ärrf barr des "tit,tertrngsf ühIers "
B e r i c h t  E 3 1 l  . r o r g e s c h l a g e n e n  u r b i  l d I  i c h e n
kann man!  nach Annahrne e in iger  Vere in fa -
7 . 7 A  d a r g e s t e l l t e  H s d e l l  d e s  F ü h l e r s  e r h a l -
:s"qfr4rj' '- 1--
7 . 4 . 2 .  P r i n z i p i e J - l e r
Auf 6rund ei  nes i  rn
" hf i tt erungsf üh I er s "
chungen,  das  i  in  B i  Id
ten .  
* :
B i l d  7 . " E I .  I ' t o d e l l  d e s  p r i n = i p i e l l e n
Auf  baus  e ines  " l r l i  t te rungs füh le r5"  :
1  -  Hess inggehäut=e;
?  -  S tah Igehäuse;
3  -  H e ß w i d e r s t a n d  t 4 € t  1 0 t ) ) ;
4  -  S c h e i b e l
5  -  H i k r s h e i = e r ;
S u n d ? - L u f t ;
7  -  Kuns ts ts f fun tersa t= ;
I  -  U m h ü l 1 u n g
D e r  F ü h l e r  b e s t e h t  g u s  e i n e m  i n  e i n e m  = y l i n d r i s c h e n  S t a h l g e h ä u -
se ei  ngesch I  ossenen Fl at  i  n-Heß wi derstand ( $,et 1OO ) .  Auf ei  nern
T e i l  d e s  S t a h l r o h r e s  u r u r d e  e i n  e l e k t r i s c h e r  l ' ' l i k r o h e i z e r  a n g e -
bracht .  D iese  l " leßanordnung be f  inde t  g ich  in  der  H i t te  e ines  von
unten mit  einern I ' iunststof f  untersat= verschlos--enen l" lessinggehäu-
5 e 5 .
D i e  t h e o r e t i s c h e  A n a l y s e  d e s  n i c h t s t a t i o n ä r e n  T e m p e r a t u r f e l d e s
w i r d  u n t e r  f o l g e n d e n  V o r a u s s e t = u n g e n  d u r c h g e f ü h r t  ( a u s f i J h r l i c h e
B e g r ü n d u n g  w u r d e  i n  d e r  A r b e i t  t 3 1 l  a n g e g e b e n ) :
-  h le i l  d ie  durch  d ie  Ar - t l lenbed ingungen verursachten  Ternpera turän-
d e r u n g e n  i i n  F ü h t e r  r e l a t i v  k l e i n  s i n d r '  w e r d e n  d i e  S t o f f w e r t e
a I s  t e m p e r a t u r u n a b h ä n g i g  b e t r a c h t e t  u n d  d i e  A u { g a b e  w i r d  a l s
e i n  l i n e a r e s  R a n d w e r t p r o b l e r n  b e h a n d e l t ;
721
-  D ie  Wärrneüber t ragung in  den inneren Lu f tspa l ten  er fo lg t  nur
durch  Wärmele i tung.  Im bet rach te ten  Fa l1  i s t  das  Produk t  der
Erashofschen und Prandt lschen Zah len  in  dem pra l t t i sch  au f t re -
tenden Außentempera turbere ich  Gr 'Pr t l1ooo '  d 'h '  en tsprechend
den Kr i te r ien  von Jakob und Krausso ld  (s iehe = .8 .  Gröber  u .d .
t S B l )  i s t  d i e  B e r r J c k s i c h t i g u n g  d e r  f r e i e n  K o n v e k t " i o n  i n  d e n
g e s c h l o s s e n e n  L u f t = p a l t e n  n i c h t  e r f o r d e r l i c h .  E s  w i r d  d a b e i
d ie  l r lä rmest rah lung in  den Spa l ten  n ich t  beachte t l
-  Der  Wärmeaustau=ch au f  der  Außenf läche deg Füh lers  ver läu f t
nur  au f  e inern  konve l ' : t i ven  Wege.  Be i  dem bet rach te ten  Tempera-
t r - t rbere ich  kann d ie  Auss t rah lung der  h lä r ineenerg ie  vernach-
läss ig t  werden.  D ie  l *ondut r t i ve  Wär ineüber t ragung fo lg t  =owsh l
aus  der  f re ien  a ls  auch aus  der  e r=wungenen Konvek t i .on .
Das Ternperaturf  el  d T r+i  rd mi t  Hi 1f  e der l r fär inel  ei  tungsgl ei  chung
( ? . 3 1 )  b e s c h r i e b e n ,  w o b e i  d i e  h l ä r r n e q u e l l d i c h t =  Q n ,  a u ß = r h a L b  d e =
e l e k t r i = c h e n  l " t i k r s h e i = e r s  g l e i . c h  N r : 1 1  a n g e n c m r n e n  w e r d e n  = s i ] .
D i e  F u n k t i o n  T  e r f  ü 1 1 t  e i n e  b e g t i r n r n t e  A n f  a n g s b e c t i n g u n g .  d i e  i m
w e i t e r e n  n ä h e r  d a r - g e s t e l I t  w i r d  u n d  d i e  R a n d b e d i n g u n g  d r r t t e r
A r t
' ql4r-'
{ 7 . ' : 4 i\ g rad , . ,T  =  o r (Ta  -  T )  !
wobe i  Tä  d ie  Außen temPera tu r  i s t -
7. 4. 3.  Nrrmerische Experimente
Zur  Lösung deg ax ia lsy rnmet r i=chen Randwer tp rob lems wurde dag
b e t r a c h t e t e  G e b i e t  i n  5 5 7  l  i n e a r e  f  i n i t e  E l e m e n t e  r r i ' i  3 1 t f  E i  e -
rnenteknoten  un ter te i l t -  D ie  eur  Ausvrer tung angenornrnenen St ' : f  f -
w e r t e  = i n d  i n  d e r  T a b e l l e  7 . 3  i u s a m r n e n g e s t e i l t  t f ü r  L u f t  i l E r -
den mi t t le re  h fe r te  vorausqeset= t ) .  D ie  Länge der  f tnardnung w i rd
=Lr 1?5 [rnm] angensfnrnen. Der mi t  Gl ei  chstrorn gespei =te l* l i  ] ' : rshei -
r e F  h a t  d i e  k s n s t a n t e  L e i s t u n g  v o n  ü ' 4 6  t h , l  ( Q ,  3 ' 4 E i  t H t ^ r / m 3 l ) .
D ie  b lä rmeüber t r -agung=! : : t re f i i= ien ten  wurden nach den Ee= iehungen
von H ich ie j 'ev  ( f  re ie  t ionveht ion)  und Hr  Lper t  (eF=wungene l i cnvek-
t i o n )  a u f  6 r u n d  d e r  d i r n e n s i s n s l o s e n  F l e n n = a h l e n :  6 r r F r r R e  u n d  N u
t S A l  a b g e s c h ä t = t .  I r n  w e i t e r e n  w e r d e n  d i e  E r g e b n i = g e  ' ; s n  d r e i  n u -
r n e r i s c h e n  E r : p = r i r n e n t e n  p r ä = e n t i e r t .
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T a b e l ] - e  7 . ? .  S t o f { w e r t e
( N r .  d e s  6 e b i e t e g  s i e h e
des "Wi t te rungs f  üh l  e rs "
B i  t d  7 . ? 8 )
Nr .  des
Eebi etes
P
t t<g./m3 I
c } .p
t J l  {  k g  ' K }  I  t b l /  ( m ' K )  l
1
2
5
4 1 7
5
6
B
I
El5?O
78 6'0
=400
1400
a9?o
1 .  1 2 4
?,g 9o,
l !  1 6 4
1 1 O r  6
*  4 0 . O
1 r O 3 5
o . 3 5 7
? ? t 7(), o?E|
206, O
oro27
545
461
to?o
1507
41{ )
10()5
a7i
1005
Exper iment  I :  Das  E inscha l ten  deg e lek t r i schen He isers
Untersucht wird das tr lärmefeld i l  Übergangszustand nach Ein-
scha l ten  des  F l i k rohe izers .  vor  der r  E inscha l ten  we is t  d ie  Innen-
temperatur tlberal I er' nen kongtanten lrfert T = Ta= const auf '
B i  1d  7  .2? .  -D i  e  TernPera turvE l r -
t e i l u n g  ( t ' J c l )  i m  F t t h l e r  n a c h
E i n s c h a l t e n ^ d e g  H e i z e r s  f ü r
T  =  23 .9  f "c l
a
a )  c r  =  1 5 r s  E w / ß l ' K ) l
b )  a  =  75r  5  th f /  ( rnz  'K)  l
B i l d  7 . 3 0 .  V e r t e i l u n g  d e r  Z e i t -
k o n s t a n t e  t H i n . I  ( E : < P e r i m e n t  I )
a )  c r  =  1 5 , =  E w /  (   : m l ' K )  l
b )  c r  =  7 5 1 5  t t r f /  ( m 2 ' K )  l
teg
wobei die Außentemperatur während des Experi inente= T.= 23!9 toCl
be t räg t .
Ergebn isse  der  numer ischen Rechnungen mi t  c l  =  15 '3  th l /  (m2 'K)  l
u n d  c r  =  7 5 r S  t W / ( m 2 - K ) l  w e r d e n  i n  d e n  B i l d e r n  7 . ? 9 - 7 . 3 L  p r ä s e n -
t i e r t .  I m  B i l d  7 . 2 "  i s t  d i e  T e r n p e r a t u r v e r t e i l u n g  u n d  i m  B i l d
7 . 3 0  d i e  V e r t e i l u n g  d e r  Z e i t k o n s t a n t e  ( L i n i e n  ?  =  c o n s t )  i m  R a U m
des F t ih le rs  darges te l l t .  Nach der  Bes t immung der  Ze i tkongtan te
kann der Fuhter näherungsweise als Übertragungselement 1. Ord-
nung be t rash te t  werden.  F i l r  o t  =  l5 r3  t t r f . / (m2 'K) l  e rhä I t  rnan d ie
Ze i tkons tan te ,  deren  l ' l i t te lwer t  im Raum des  P la t in -bJ iders tandes
t  =  6 .g?  ts l  i s t .  D ie  Sprungantwor t "  d ie  d ieser  Ze i tkons tan te
e n t s p r i c h t ,  w i r d  m i t  d e n  l ' l e ß e r g e b n i s s e n  v e r g l i c h e n  u n d  i m  B i I d
7  . 3 L  g e z e i  g t .
t  IMin]
B i l d  7 . 3 1 .  N i c h t s t a t i o n ä r e r
Ternperaturverlauf tExPeri-
m e n t  I ) :
1  -  numer isch  berechnet
2 -  e:< per i  mentel  I  ermi t tel  t
E :<ger iment  I I :  D ie  Außentempera turschwan lcung
Bei  e ingescha l te tem F l ik rohe izer  w i rd  e ine  sprunghaf te  i {nderung
der Außentemperatur angenornrnen, Vor dem Experiment wird der sta-
t ionäre  Zus tand (Anfangszus tand)  durch  d ie  Le is tung des  He i :e rs '
den Wärmeüber t ragungskoe{ f i z ien t  c r  und d ie  Lu f t te rnpera tur  außer -
halb deg Fi lhlers T- = 23.-g CoCl best immt. Nach der Außentempera-
tu rschwankung (T .  =  l r5  to t r t )  i s t  d i .e  D i * fus ion  des  Wärmefe ldes
z u  b e o b a c h t e n .  D i e  V e r t e i l u n g  d e r  L i n i e n  T  =  c o n s t  f i J r  a  =  1 5 r S
t u l / ( m 2 . K ) l  u n d  c r  =  7 5 1 5  r W U  t r n 2 . H l I  i s t  i m  B i l d  7 . 3 ?  d a r g e s t e l l t .
t?1
B i l d  7 . 3 ? .  V e r t e i l u n g  d e r  Z e i t -
konstante t t" l i  n.  I  (Exper i  ment I  I  )
a )  c r  =  1 S r 5  t W . /  t m : - K )  l
b )  a  =  7 5 1 3  [ b l l  ( m - ' K )  ]
[uin]
B i l d T . s S . N i c h t s t a t i o n ä r e r T e m p e r a t u r v e r l a u f
( E x p e r i m e n t  I I )
I  -  numerisch berechnet
2  -  e x p e r i m e n t e l l  e r m i t t e l t
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Im Eeb i  et  deg Pl at i  nwi dergtandes erhäI t  {nan f  ür ot  = 15. 5
t b l / ( m 2  ' H ) l  d e n  l ' l i t t e l w e r t  d e r  Z e i t k o n s t a n t e  v o n  T  =  ] - L L T  t s l '  I r n
B i l d  7 . 3 3  g i n d  d i e  S p r u n g a n t w o r t  d e s  d e n  F ü h l e r  a p p r o ) < i m i e r e n d e n
übertragungselernentes mit  Verzögerung 1. Brdnung und die l" leßer-
g e b n i s s e  d a r g e s t e l l t .
F t i r  das  vor l iegende Exper iment  wurden =usät= l i ch  d ie  i rn  Kap i -
tel  6 eingeft lhrten l ' lornente 6U ausgewertet.  Von besonderem Inte-
resse s ind  d ie  F l i t te lwer te  von 6*  im 6eb ie t  des  F{eBwiders tandes
( S ) .  Z u r n  B e i s p i e l  m i t  A n n a h m e  v o n  c r  =  1 5 ' 3  t W / t m 2 ' K l l  w u r d e  b e -
s t immt :  a
G  =  1 .  1  1 7 4 '  1 0 -  t s l  ,
f
^  = t
E ,  =  7 t O ? 7 6 . ' 1 0 -  t s -  I
Daraus  fo lgen d ie  in  der  Tabe l l -e  7 .5  angegebenen Parameter  von
Über t ragungsfunk t ionen.  Für  das  3 .  t ' l ode l l  (Propor t iona lg l ied  mi t
Verzögerung m- te r  o rdnung)  i s t  der  Parameter  m e ine  n ich t  ganze
Zah l .  D ie  L tber t ragungsf  unk t ion ,  d ie  d iesem l ' lode l1  en tspr ich t '
w i rd  i rn  Anhang B (81-  (83)  )  angegeben '
T a b e l t e  7 , 3  D i e  P a r a m e t e r  v o n
approx imierenden Über t ragungs-
f u n k t i o n e n  K  t = )
a
l {  t s )
cl
Parameter
I
1 + s z
T  =  1 € l ' 3 7 "
exg ( -  sz  )' o
-T-5;
T
o
T
5 "  5 4 "
1 4 ' 4 3 "
1
( l  +  s z ) -
ffl =
T =
I r 602El
1 1 ' 5 7 "
E x o e r i m e n t  I I I : Strrunghafte l \nderung der tr färmeaustauschbedin-
gungen
Die  l tnc le rung der  h f indgeschr , l ind igke i t  ha t  e inen d i re l * ten  E in f  luß
auf  d ie  Anderung der  Wärmeaustauschbed ingungen.  Es  w i rd  in  d ie -
sem E; rper iment -  d ie  sprunghaf te  Anderung des  Koef { i z ien ten  o(
vorausgesetz t  und e in  Ausg le ichspro=e5s un tersucht .  D ie  Außen-
1e6
temperatur ist  konstant T" = "o tCIcl '  vrährend der hfärmeübertra-
gungs l :oe f  f  i  =  i  en t  sprunghaf  t  s te i  g t  von  ?o  EW/  (m2 'H)  ]  au f  8o
tW/  (m2 .  K)  l .  D ie  Ver te i  lung  der  Ze i t l ' ;ong tan te  des  n i rh t= ta t ionä-
r e n  T e m p e r a t u r f e l d e s  i s t  f ü r  d i e s e s  B e i s p i e l  i m  B i I d  7 ' 3 4  d a r g e -
s te l  t t .  Der  F l i t te lwer t  der  Ze i tkongtan te  im Raum des  F{eßwider -
s tandes  is t  z  =  64El  ts l .  ä .
B i l d  7 . 3 4 .  V e r t e i l u n g  d e r  Z e i t k o n s t a n -
t e  t H i n . I  ( E : t P e r i r n e n t  I I I )
r t J * t
D i e  i n  d e n  B i l d e r n  7 . 3 O .  7 . 3 7  u n d  7 . 3 4  d a r g e s t e l l t e  V e r t e i l u n g
d e r  m i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e  i m  F ü h l e r  h a t  e i n e  p h y s i k a l i s c h e  I n -
t e r p r e t a t i o n .  D i e  k l e i n s t e  w e r t e  d e r  Z e i t k s n s t a n t e  
( d ' h '  d i e
kteinste Dauer des Ausgleichs) treten erwartungsge;näß in der Nä-
he der  s tö rungsque l len  au f .  wobe i  d ie  zunahme der  Ze i tkons tan te
d i e  R i c h t u n g  d e r  D i f f u s i o n  z e i g t .  B e i m  E i n s c h a l t e n  d e s  H i k r o h e i -
z e r s  ( E x p e r i m e n t  I , '  B i l d  7 . 3 O )  g t e i g t  d i e  Z e i t k o n s t a n t e  v o n  d e r
l , l i t te  der  Anordnung (h lä rmeque l le )  nach außen.  Be i  den Exper i inen-
t e n  I I  ( B i l d  7 . 3 2 ,  u n d  I I I  ' ( B i l d  7 ' 3 4 )  w u r d e  d e r  A u s g l e i c h
durch  d ie  Anderung der  Randbed ingungen verursacht '  t {e i1  in  d ie -
:
5en Fä} len  das  E indr inden der  s tö rung in  den Füh ler  a r - r f  t r i t t '
n i m r n i  d i e : n i t t l e r e  Z e i t k s n s t a n t e  d e n  k l e i n g t e n  N e F t  a u f  d e r
Außenf läch 'e  an  und s te ig t  im Inneren des  Füh lers .
t ? 7
D i e  i n  d r e s e m  A b s c h n i t t  d a r g e s t e l l t e n  E r g e b n i s s e  d e r  n u m e r i -
schen Fe ldana lyse  haben au fgrund des  vere in fach ten  l - lode l l s  e inen
gewissEtn Fehler gegent iber den I ' teßwerten. Die ausführl iche Feh-
le rana lyse  ha t  der  \Ver fasser  
im Ber ich t  t31 l  durchgef  i Jhr t '  Der
Fehler wurde einerseits durch die angenomtnenE}n Vereinfachungen
(u .  a .  N ich tber t i cks ich t igung der  N ich l  inear i tä t  und der  h lä r rne-
s t rah lung)  und anderse i ts  durch  n ich t  genaue s to f fwer te  und Ko-
e f f i z ien ten  verursacht .  E in  ähn l i ches  Prob lem wurde auch von
Brochnantz t6l  behandelt .  Die Arbeit  t6l  wurde der nichtstat ionä-
ren  e ind imens iona len  Ana lyse  der  Übergangsfunk t ion  von Berüh-
rungs thermometern  mi t te ls  des  D i f fe ren=enver fahrens  gewidmet '
Es  wurde r . r .ä .  der  E in f luß  von Sto f fwer ten ,  sowie  des  Koef f i z ien-
ten a auf die Ergebnisse der numerischen Lösung dlskut iert '
t2a
A. ZI'SAXXENFASSENDE
ARBEIT
TERTUNG T'ND VORSCHLAGE ZI.'R FOIITFÜHRUNG DER
Zie I  der  vor l iegenden Arbe i t  i s t  -  neben der  Dars te l lung  der
ak tue l len  S i tua t ion  au f  dem Eeb ie t  der  rechnerges tü tz ten  Ana lyse
von D i f fus ionsprozessen -  d ie  Erarbe i tung und prak t ische Anwen-
dung von neuen Hethoden =ur Untersuchung und Charakter is ierung
n i c h t s t a t i o n ä r e r  F e l d e r .
D ie  Arbe i t  bes teh t  aus  ach t  Kap i te l .  Das  Kap i te l  1  en thä l t
einf  i . lhrende Aussagen zum aktuel len Stand und zu den Entwick-
lungs tendenzen au f  dem Eeb ie t  der  numer ischen Ana lyse  von D i f fu -
s ionsproEes,sen.  Es  wurde auch der  Gegenstand sowie  d ie  zu  Iö -
senden Aufgaben der  Arbe i t  darges te f l t .  Im Kap i te l  2  Hurden d ie
D i f # e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  f o r m u l i e r t ,  w e l c h e  n i c h t s t a t i o n ä r e  F e l -
der  in  der  E le t t t ro techn ik  beschre iben und im Kap i te l  3  e in ige
l ' lethoden =ur Eharakter is ierung dynarnischer Pro=esse besprochen.
Das Kap i te l  4  wurde e in i€Enr  me is t  verwandten  Ver fahren  zur  Ee-
h a n d l u n g  v o n  d u r c h  p a r a b o l i s c h e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  b e -
schriebenen Anfangs-Randwertar-t fgaben gewidrnet.  Außerdern wurde
der  Lösungsweg be i .  räuml ich  b f fenen Fe ldaufgaben darges te l l t .
D e r  I n h a l t  d e s  K a p i t e l s  5  v e r b i n d e t  s i c h  m i t  d e n  i m  A b s c h n i t t
1 .3  ges te l l ten  Aufgaben I  und 4 .  Auf  6 rund der  L i te ra tu r  wurden
kurz  d ie  b isher igen l ' l e thoden ru r  Bes t imrnung der  mi t t le ren  Ze i t -
kons tan te  von D i f fus ionsvorgängen besprochen und neuet  vom Ver -
fasser  bearbe i te te ,  numer ische A lgor i th rnen vorgesch lagen.  D ie
A lgor i thmen bes tehen dar in ,  daß ke ine  Anfangs-Randwer tau fgabe
sondern nur eine Randwertaufgabe gelöst werden rnuß, wobei als
Hi t  f  smi t tel  ei  ne der l ' lethoden Eur Best i  Jn.nung der Raumlösung
( = . E t .  d i e  F i n i t e - D i f f e r e n = e n -  b z w .  F i n i t e - E l e m e n t - l " l e t h o d e )  a n g e -
w a n d t  w i r d .  D i e  d a r g e s t e l l t e n  A l g o r i t h r n e n  w u r d e n  a n h a n d  e i n i g e r
B e r e c h n u n g s b e i s p i e l e  e r l ä u t e r t .  D a s  K a p i t e l  6  v e r b i n d e t  s i c h  d a -
gegen mi t  den i rn  Abschn i t t  1 .3  fo rmul ie r ten  Aufgaben ?  und 4 .
Erarbe i te t  wurden zwe i  Var ian ten  numer igcher  A lgor i thmen '  we lche
mi t  Verwendung der  rnod i f i z ie r ten  Homentenmethode und e iner  der
Lösung=rnethoden =ur Behandlung von Randwertproblernen die Eerech-
nung e i  n i  ger  Kenngröß 'en ,  w i  e :  Verzögeru f ig ,  To t=e i  t  u .  a .  ge-
s ta t ten .  D ie  e rs te  Var ian te  bes teh t  in  der  numer ischen Be-
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s t imrnung des  Anf  angs-  und End=ustandes,  sowie  der  rekurEt r ren
Augwer tung der  mod i - t i= ie r ten  l ' l omente .  Ee i  der  =we i ten  Var ian te
s o l 1  d u r c h  d i e  L ö s u n g  d e r  k o m p l e : < e n  H e l m h o l t z - D i f f e r e n t i a l g l e i -
chung der  Frequen=gang fü r  sehr  k le ine  Frequen=en ge funden und
i n t e r p o l i e r t  w e r d e n .  H i t  H i l f e  d e r  g e w o n n e n e n  l . i o e f + i . = i e n t e n  d e s
In te rpo la t ionspo lynomes kann rnan d ie  mod i f i= ie r ten  I ' tomente  und
s c h l i e G l i c h  a u r c h  d i e  o . g ,  K e n n g r ö ß e n  e r m i t t e l n .  D i e  b e i d e n  n u m e -
r ischen Ver fahren  wurden an  Be isp ie len  d isku t ie r t .  Im Kap i te l  7
wurden mi t te ls  der  in  den Kap i te l  5  und 6  vorgesch lagenen Hetho-
d e n  e i n i g e  p r a l * t i s c h e  p r J n f e r n e  b e h a n d e l t :
-  Das  dynamische Verha l ten  räuml ich  begren=ter  und räuml ich
o f  fener  l ' l agnet fe lder  in  e in iger  Anordnungen eur  e lek t romagne-
t i schen Absch i r rnung i
-  D ie  Ze i tkons tan te  des  magnet igchen F lußes in  e inem 6 le ich-
strommagnet bei feststehendem Anker;
-  Das  dynamische Verha l ten  e ines  ak t iv€ ln ,  e lek t r i=chen " t t l i t te -
r u n g s f  i : h l e r s " ,
w o b e i  i n  e i n i g e n  F ä t l e n  d i e  u m f a s s e n d e  A n a l y s e  i m  Z e i t -  u n d  F r e -
quenzberei  ch durchgeführt  h,urde.
In  den in  der  vor l iegenden Arbe i t  vorgesch lagenen A lgor i thmen
wurden a ls  H i l f s rn i t te l  ana ly t i sch-nurner ische und hauptsäch l i ch
" re in"  numer igche Ver fahren  zur  Behand lung von Randwer tau fgaben
angewandt .  Deswegen s ind  d iese  A lgor i thmen durch  a l le  Vor -  und
Nachte i le  der  numer igchen Rechentechn ik  gekennze ichnet ,  Der
Vor te i l  numer ischer  Hethoden bes teh t  dar in ,  daß d ie  S t ruk tur  des
6eb ie tes  be l ieb ig  kornp l i= ie r t  se in  dar f  und ebenso d ie  Randbe-
d ingungen sowie  d ie  Ver te i lung  der  Fe lder regung ber iJcks ich t ig t
werden kann.  Zu  den Nachte i len  kann man zäh len ,  daß d ie  Lösung
d e s  F r o b l e m s  n u r  d i s k r e t  = u  g e w i n n e n  i s t .  U m  d i e  A n a l y s e  d e r
d i s k r e t e n  E r g e b n i s s e  z u  e r l e i c h t e r n ,  w e r d e n  s i e  d u r c h  e i n e n
P o s t p r o = e s s o r  v e r a r b e i t e t  u n d  d a n n  z . B .  i n  e i n e r  g r a p h i s c h e n
o d e r  a p p r o x i m i e r e n d e n  ä n a l y t i s c h e n  F o r m  d a r g e s t e l l t .
A I s  w i c h t i g e r  V o r t e i l  d e r  b e a r b e i t e t e n  A l g o r i t h m e n  s o l l  g e -
nannt  werden l  daß be i  der  nurner ischen Fe ldana lyse  ke ine  Anfangs-
-Randwer tau fgabe,  sondern  nur  e in ige  Randwer tau fgaben ge lös t
r ' re rden rn i ,Jssen.  D iese  Hand lungsweise  ges ta t te t  u .a . ,  den Rechen-
aqfwand wesent l i ch  zu  reduz ie ren  und Ins tab i l i tä tsprob lene zu
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ver ine iden.  Dag nach d iegen A lgor i thmen geschr iebene Computerpro-
gramrn =e ichnet  s ich  durch  op t ima le  und spar=är re  Spe icherp la t=-
verwaltung al ls,  wobei die schon vorhandene Software rur Behand-
lung s ta t ionärer  Fe ldprob leme e in fach  adapt ie r t  werden l ' . : snn .  Be i
der  Ana lyse  n ich ts ta t ionärer  h l i rbe ls t romprob leme kann ebenfa l lg
d ie  vorhandene Sof tware  zur  Berechnung s ta t ionärer  Wechse l fe lder
direkt au5,genutzt werden. Han muß jedoch rni t  einern größeren
Spe icherp la tzbedar f  und e iner  längeren Rechenze i t  rechnen.
D ie  p ra t r t i sche Ver r ' lendbarke i t  der  e rarbe i te ten  A lgor i th tnen zur
Ana lyse  der  Ausg le ichsvorgänge wurde in  der  Arbe i t  anhand zah l -
re ichen Be isp ie le  bewiesen.  Bes tä t iq t  wurde =swoh l  d ie  Honver -
genz der nutnerischen Lösung als auch die recht gute Rechenge-
n a u i g k e i t .  E s  h a t  s i c h  e b e n f a l l s  d i e  p r a k t i s c h e  B e d e u t u n g  d e r
Frequenzana ly5 ,e  ru r  Charak ter is ip rung des  dynamigchen Verha l tens
in  Anordnungen mi t  ver te i l ten  Parameten bewahrhe i te t .  Au f  ih re r
6rund lage kann rnan er f  o lg re ich  das  n ich ts ta t ionäre  e lek t ro rnägne-
t i . s c h e  F e l d  a u c h  i m  Z e i t b e r e i c h  u n t e r s u c h e n .  D i e  B e i = p i e l e  h a b e n
auch d ie  neuen l , lög l i chke i ten  der  p rak t ischen Augnutzung der  nu-
m e r i s c h  e r m i t t e l t e n  m i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e  g e = e i g t .  D i e  m i t t l e -
re  Ze i tkons tan te  wurde b ish .er  nur  a ls  der  d ie  Dauer  e ines
aper iod ischen Ausg le ichsvorgangs bes t i rn rnende Ze i tparameter  be-
t rach te t .  t r l ie  anhand der  ana l ,ys ie r ten  Fe ldaufgaben geze ig t  wur -
d e ,  k a n n  s i e  e b e n f a l l s  z u  w e i t e r e n  p h y s i k a l i s c h - t e c h n i s c h e n  A u = -
sagen herangezogen werden.  Zurn  Be isp ie l  veranschau l ich t  ih re
g r a p h i s c h  d a r g e s t e l l t e  r ä u m l i c h e  V e r t e i l u n g  d i e  R i c h t r - r n g  u n d  d i e
6eschwind igke i t  der  Fe ldausbre i tung,  im un tersuchten  6eb ie t .  Han
kann dabe i  d ie  fü r  das  d i f fund ie rende Fe ld  d r - r rch lä=s igen und un-
durch läss igen inneren Eeb ie te  e rkennen-  S ie  könnte  auch '  neben
dem üb l  i cherwe ise  benut= ten  Sch i rmf  a l ' ; to r ,  a ls  e in f  acher  Parame-
te r  zur  Charak ter ig ie rung von e lek t romagnet ischen Absch i r tnungen
in einem <^l-Bereich angegeben werden-
D e r  w e s e n t l i c h e  N a c h t e i l  d e r  i n  d e r  v o r l i e g e n d e n  A r b e i t  a u s g e -
nutz ten  Lösungsrnethoden bes teh t  dar in ,  daß s ie  p r in= ip ie l l  nur
f g r  I i . n e a r e  P r o b l e m e  g e e i g n e t  s i n d .  I m  e r s t e n  A l g o r i t h m u =
k a n n  r n a n  d i e  R e c h e n e r g e b n i s s e  d u r c h  d i e  n i c h t l i n e a r e  B e h a n d -
lung des  Anfangs i  und End=uts tandes kor r ig ie ren  und be i  der  Ee-
rechnung der  mod i f  i z ie r ten  l ' l omente  mi t t le re  S to f  fwer te  annehmen.
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D i e s e r  H u n s t g r i f f  w i r d  v e r r n u t l i c h  n u r  i m  F a l I  e i n e r  " s c h w a E h e n "
N i c h t l i n e a r i t ä t  w i r k e n ,  d e s h a l b  b i l d e t  d i e  w i r k u t n g s . : o l l e - B e r ü c k -
s i c h t i g u n g  v o n  n i c h t l i n e a r e n  H a t e r i a l e i g e n = c h a f t e n  e i n e  d e r  z u
lösenden w ich t igen Aufgaben.
Be i  der  Ana lyse  des  e lek t rsmagnet ischen Fe ldes  wurde in  d ieser
Arbe i t  d ie  Voraussetzung der  Ouas is ta t i snar i tä t  ( langsam verän-
der l i ihe  Fe lder )  angenorn{nen.  D ie  mi t te ls  der  mod i f i= ie r ten  l ' {o -
mentenmethode gewonnenen äpprc : ) : im ierenden Über t ragungsfunk t io -
n e n  g e l t e n  e b e n f a l l s  n u r  i m  B e r e i c h  n i e d r i g e r  F r e q u e n = e n .
Aus d iesem 6rund sche in t  es  zweckmäßig  zu  se in ,  d ie  Forschungen
auf rasch veränderl ichen Prozesse unter Beri jcksicht igunq höherer
Frequeneen der  Fe lder regunq =u erwe i te rn-
D ie  angegebenen l ' l e thoden ge l ten  auch fü r  d re id imens iona le
Fe ldprob leme.  Le ider  ha t te  der  Ver fagser  ke ine  en tsprechend gro-
ße EDV-An lage ru r  Ver fügung.  u rn  e in  gee ignetes  3D-Be isp ie l
durchzurechnen.  D iesem Thema so l len  d ie  zuk i jn f t igen  Forschungen
geuri dmet r'rerden
Die  oben angegebenen Vorsch läge =uF For t führung der  Arbe i t
haben ei  nen al  I  gemei nen Charakter und betref, f  en di  e l r le i  terent-
w ick lung von darges te l l ten  Rechen ine thoden.  lde i te re  Vorsch läge,
d ie  s ich  rn i t  der  Untersuchung dynamischer  Fro=esse in  der  E lek-
t ro techn ik  verb indenr  HeFden au f  d ie  Lösung be=t immter  p rak t i -
scher  Aufgaben ger ich te t .  Zu  den in te regsanten  prak t ischen Auf -
gaben der  techn ischen E leh t rodynamik  gehören nach Ans ich t  des
Ver fassers  fo lgende Prob le l rne :
-  N u m e r i s c h e  I d e n t i f i k a t i o n  d e r  E r r e g u n g  u n d  d i e  E m p f i n d l i c h -
ke i t=ana lyse  in  räuml ichen tJ i rbe ls t romanordnungen l
-  Aufgaben der  Synthese n ich ts ta t ionärer  Fe lder ,  z .B-  Synthese
der  Er regung be i  vorgegebenen (vorausgesetz ten)  ze i t l i chen
Ausgangsverhal ten.
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Die l ' ; - te  Able i tung
V a r i a b l e  s  i s t  d i e
wie fo lg t  berechnet
[ B ( s ) ]  =  t b . . ( s )
L J
d e r  H a t r i : <  t A ( s )  l ,  =  t a .  .  ( s )  J  g e g e n ü b e r  d e r
F f a t r i x  t B ( s )  I  =  d k  t A ( s )  ) - / d s k ,  d e r e n  E l e r n e n t e
werden
-  l - o k  . l  d k E A ( s ) l
- 3 t - ä - . 5 ,  1
L  d = *  L J  I  d = *
F t J r  d i e  l ' l a t r i a e n  t A { s } l  u n d  E B ( s } l g e l t e n  f o l g e n d e  a l l q e m e i n e
( 4 1 )
( A ? )
( 4 3 )
t A 4 )
( 4 5 )
Bez i  ehungen:
1 - [ r n t = l :  +  t B (o s L
9 - f c e ( s ]  r - t B ( s )frs L
= 9!3j3!.] * dtB(s) J- 
-s- -s- '
d t l j s )  l . r B ( s )  r  +  r A r s )  r . o r ä * s t :
5) rJ
r ]  =
W e n n  t A  ( s )  l
Z a h l  i s t ,  s o
d t A  ( s )  l n
--
d t A  t s )  l -  n
r
e ine  quadra t ische l " la t r i :<  und n  e ine  gän=e pos i t i . re
e r g i b t  s i c h  E 5 ? l :
=  i  , ^ r E )  r t  
- 1  
-  P  t A ( s )  r ' - L
L  = t
=  - f A ( s )  l - ^ d  t A  ( s )  l n---it- t A  ( g )  l -  n
140
ANIIANG B: lJbcrgangsfrrrkt,ionen
Die  angegebenen übergangsfunk t ionen en tsprechen den Über t ra -
g u n g s f u n k t i o n e n  a u s  d e r  T a b e l l e  6 . 1 :
h  ( t )  =  1  ( t )  ' t l  -  e x p  ( - t . / r )  l  '  ( 8 1 )
t
h  ( t )  =  l ( t - t  ) ' { 1  -  e x p t ( r - - t ) / r J }  -  ( 8 2 }
2 0 - o
F t i r  e i n e  t r o s i t i v e  Z a h l  m  g i l t :
o
r r t ) Y  ( - t ) k  f  t l u * -h { t ) = #  )  l ; l  ,  ( E 3 )3  -  r T t r  /  f f i t t " J  'T ,
k = ö
r * o b e i  I - t . . .  )  d i e  E u l e r - F u n k t i o n  b e d e u t e t .  F a l l s  m  e i n e  n a t ü r l i -
c h e  Z a h l  i = t ,  e r g i b t  s i c h :
( 8 4 )
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I l rnenau, den =6. Septeinber IqgO
1 . Die  numer ische Fe ldberechnung a ls  Ins t ru rnent  =ur  Ent r r i ck -
l u n g  u n d  O p t i m i e r u n g  e l e k t r i s c h e r  A n l a g e n  u n d  6 e r ä t e  s p i e l t
in  den Aufgaben des  rechnerges tü tz ten  Entwur fs  e ine  i rnmer
g r ö ß e r e  R o l l e .  I m  b e s o n d e r e n  g e w i n n t  b e i  v i e l e n  P r o b l e m e n
d e r  E l e k t r o t e c h n i k  d i e  A n a l y s e  d y n a m i s c h e r  F r o z e s s e ,  z . B .
des  n ich ts ta t i .onären e lek t romagnet ischen oder  b lä r ine fe ldes
an Bedeutung.  A ls  Be isp ie le  können fo lgende Prob leme genannt
werden:  d ie  Bes t immung der  h f i rbe ls t romproEesse in  e lek t r i -
schen l ' ' laschi nen, u. a.  der ni  chtstat i  onären Stromverdrängung
in  den Nuten ;  d ie  Untersuchung des  Ahsch i rmverha l tens i  d ie
Er r . rä rmungsprozesse be i  induk t iver  oder  h l iders tandserwär rnung:
das  dynamische Verha l ten  der  h f i rbe ls t röme in  Sys temen zur
zers tö rungs f re ien  Nerks to f fp rü fung u .  v .  a .  .
D ie  n ich tg ta t ionären Prozesse werden i rn  Ze i t -  und Frequen=be-
r e i c h  u n t e r s u c h t  s o w i e  r n i t  H i l # e  d e r  m i t t l e F e n  Z e i t k o n s t a n -
t e  c h a r a k t e r i g i e r t .  I n  d e n  m e i s t e n  w i s s e n s c h a f t l i c h e n  V e r -
ö f fen t l . i chungen i *u rde  d ie  nurner ische Ana lyse  de= dynarn ischen
V e r h a l t e n g  i r n  Z e i t b e r e i c h  d u r c h g e f ü h r t .  w s b e i  d i e  = u  l ö s e n d e
Anfangs-Randwer tau fgabe am häuf igs ten  mi t  H i l fe  der  Methode
der f  in i  ten El ernente f  i .Jr  den Raumantei  I  der Lösung und
s c h r i t t w e i s e  m i t  H i l f e  d e r  € - t ' t e t h o d e .  = . 8 .  d e r  i m p l i = i t e n
l ' le thode von Eu ler  bzw.  des  Crank-F t ico lson-D i f fe renzenschemas
für  den ze i t l i chen Lösungsante i l  behande l t  wurde.  ü le i ta r - ts
wen ige  Arbe i ten  wurden der  numer ischen Fe ldana lyse  im Fre-
quen=bere ich  gewidmet .  Dem t /e r fasser  s ind  auch ke ine  Ver -
ö f  fen t l i chungen zu  nurner ischen Ver f  ahren  =uF Fes t i fnmung der
mi t t le ren  Ze i tkons tan te  von D i f fus ionsprozessen be l " :annt  ge-
worden.  Aus  d iesem Erund sche in t  eg  zwecF; rnäß ig  zu  se in ,  d ie
Anwendungsmögl  i chke i t  d ieser  be iden Hethsden au f  p raF; t i sche
Berechnungen nachzuprü ten  und neue A lgor i th inen zu  erarbe i -
t e n .
3 .  D i { f u s i o n s p r o = e s s e  w e r d e n  r n i t  H i l f e  p a r t i e l l e r  D i f f e r e n t i a l -
g l e i c h u n g e n  p a r a b o l i g c h e r  A r t  s o w i e  d e r  = u g e h ö r i g e n  A n -
fangs-  und Randbed ingungen beschr ieben.  Entsprechend dem zu
l ö s e n d e n  P r o b l e m  k a n n  d i . e  D i f f u s i o n s g l e i c h r - r n g  g o w o h l  s k a l a r
a l s  a u c h  v e k t s r i e l l  s e i n .  I n  d e n  A u f g a b e n  d e r  E t e k t r o t e c h -
n i k  w i r d  d i e s e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  m e i s t e n s  f , ü r  d i e  e l e k -
? .
I i :r lf- lsff i RYlWryr ':':ry.s'- -t-l:!_
t r i s c h e  o d e r  m a g n e t i s c h e  F e l d s t ä r k e .  d a s  e l e k t r i s c h e  b e w .
magnet ische Vet< torpo ten t ia l  sowie  fü r  d ie  Tempera tur  fo rmu-
I  i  e r t .
4 ,  D i e  A n w e n d u n g  e i n e s  E e b i e t s d i s k r e t i s i e r u n g s v e r f a h r e n s .  = . 8 .
des  D i f fe renzen-  b= t+ .  FE-Ver fahrens ,  au f  d ie  D i f fus ionsg le i -
chung führ t  =ur  Lösung e iner  Anfangswer tau fgabe fü r  das
Di f  f  erent i  al  gl  ei  chungssystern
t H l t u l  +  t t r l t ü ]  +  { F }  = o , { u ( t = Q } }  =  { r - r i
o r
( 1 )
wobe i  der  Vek tor  tu l '  d ie  je r . {e i I ig  be t rach te te  n ich tEta t j ,onä-
re  Fe ldgröße in  den Net=-  bzw.  E lementeknoten  is t .  Zur  Un-
te rsuchung des  dynamischen Verha l tens  im Ze i tbere ich  muß d ie
Aufgabe (1 )  schr i t twe ise  ge lös t  werden,  Um das  dynamische
Verha l ten  im Frequenzbere ich  ana ly= ie ren  =u können.  muß e ine
F ; o m p l e x e  H e l m h o l t z - D i f { e r e n t i a l g l e i c h u n g  b e t r a c h t e t  w e r d e n .
D ie  numer ische Behand lung d ieser  6 le ichung führ t  zu  dem
kornp lexen a lgebra i  schen.  6 le ichungssys tern
( E H l  +  
- i 6 t E l )  { q }  +  t F l '  =  t } r ( " )
we lches  fü r  versch iedene Kre is f requen=en!  theore t isch  von
r . l  =  O  b i s  z u r  6 ü I t i g k e i t s g r e n = e  d e r  q u a s i s t a t i o n ä r e n  F e I d b e -
t r a c h t u n g ,  g e l ö s t  w i r d .
5 .  Zur  Ees t immung der  Dauer  e ines  aper iod ischen Ausg le ichsv t r r -
g a n g s  U ( P r t )  i n  d e m  R a u m p u n k t  P  w i r d  d i e  m i t t l e r e  Z e i t k c n -
s t a n t e
rD
z ( P l  =  - f E U ( P r t )  -  U ( F r o ) ) d t l t u ( P t O )  -  U { P r o ) J  ( J )
o
verwandt .  In  den l inearen l led ien  is t  d iese  Ze i tkons tan te  vom
Zei tver lau f  der  Er regung unabhäng ig .  S ie  hängt  dagegen v t rn
der  räuml ichen Anordnung des  l ' l a te r ia ls  und den jewe i l igen
Anfangs-  und Randbed inqungen ah ,  h f ie  in  der  Arbe i t  bewiesen
,  wurde,  muß =u ih rer  Berechnung ke ine  Anfang=-Randwer tau fga-
be,  sondern  e ine  Randwer tau fgabe ge lös t  werden.  D ie  vom Ver -
f  asser erarbeitete l ' lethade zur numerigchen Berechnung der
mi t t le ren  Ze i tkons tan te  ües teh t  dar in ,  daß der  s ta t ionäre
(End-) Zustand
t#
if
,e
( 4 )
: "O 
der  H i I f  sve l : t s r
t v ]  =  t H l - r  t c l  {  t u l .  { u l '  )
o 6
gefunden werden müssen.  D ie  mi t t le re  Ze i tkons tan te  in  jedem
i - ten  Hnoten  läßt  s ich  dann aus  der  Be= iehung
t .  =  v .  / ( u ,  -  u .  7
L  r  L O  r @
best i  rnmen.
6 .  D i e  m i t t l e r e  Z e i t k o n s t a n t e  r  k a n n  a l s  d i e  t / e r = ö g e r u n g s z e i t
e ines  vere in f  ach ten  aFprox in ie renden l " lode l l s  -  des  or tsab-
häng igen über t ragungse lementes  mi t  Ver=ögerng 1 .  Brdnung:
K ( P . s )  =  l ( _  ( P ) , / E l  +  s r { P ) l  b e t r a c h t e t  w e r d e n -  D i e  i n  d e r  L i -
o
te ra tu r  angegebene mod i f i z ie r te  l ' l omentenmethsde ges ta t te t .
nach der  Berechnung fo lgender  In tegra le
( D  
v - .
E .  ( P )  =  P ^ ' " f  t u ( P r t )  -  U ( P . c o ) l t ^  ' d r . / t u ( P , O )  -  U ( P , o ) )  ,  { 7 ,r
o  '  
a k = 1 , ? , . . . , N )
d i e  o r t s a b h ä n g i g e n  P a r a m e t e r  { = . 8 .  d i e  Z e i t k o n g t a n t e n .  d i e
Tot=e i t  oder  d ie  Ordnung der  Verzögerung)  a /En über t ragungs-
f  unkt i  onen kompl i  z i  erterer epprox i  rni  erender l" lodel I  e =u be-
s t i m m e n .  l { i e  i n  d e r  A r b e i t  b e w i e s e n  w u r d e .  s i n d  d i e  H o m e n t e
E ,  ( F .  )  i n  j e d e m  i - t e n  H n o t e n  d u r c h  d i e  E e = i e h u n g
L L
E- (p. ) = .rl u, ., t,r. - u. )
k  L  L  L O  L 6
best i rnmt ,  wobe i  , r l  u '  -  d ie  E temente  der  Spa l tenvek toren
, , r t  "  , "  -  t H r - t  t c r  (  t u l - ^  -  { u 3 - . )  ro  { ? )
{ v .  k t  }  =  k .  t H l - .  t c l t v ,  k - t ,  , ' . ,  k = ? r . . . . N
s i n d .  D i e  V e k t o r e n  { v t  k t  }  n e r d e n  d u r c h  e i n e  r e k u r s r v e
Lösung der  E le ichungssy teme mi t  gemeinsamer  Hauptmat r i :<  be-
rechnet ,  wobe i  N d ie  Zah l  der  gesuchten  Parameter  in  der
über t ragungsf  unk t i  on  bedeute t .
7 .  Laut  der  oben angegebenen Be= iehungen (4 .5 )  und (? )  müssen
be i  der  numer i=chen Berechnung der  Hornente  6ur  im besonderen
d e r  m i t t l e r e n  Z e i t k o n = t a n t e ,  6 l e i c h u n g s s y s t e m e  m i t  g e r n e i n s a -
tner  Haupt rna t r i x  tH l  ge lös t  werden.  h te i l  das  ers te  Sys tern
(s iehe Ef  .  (4 )  )  zur  Ees t i in rnung des  s ta t ionären Zus tandes
führ t ,  kann ,nan d ie  vorhandene Sof tware  zur  Behand lung s ta -
t 5 )
( 6 )
( B )
3
t ionärar  Randwer tau fgaben ausnut=en.  D ie  nächs ten  6 le i -
c h u n g s s y s t e m e  ( G l n  ( 5 )  u n d  t 9 ! ) ,  w e l c h e  d i e  B e r e c h n u n g  d e r
H i l f s v e k t o r e n  { v l -  b = w .  t v t k ' }  g e s t a t t e n ,  u n t e r g c h e i d e n  s i c h
nur  durch  d ie  Ees ta l t  der  rech ten  Se i te .  Um ih re  Lösung eu
bel:ommen, i  st  nur ei  ne geri  nge Hodi f  i  kat i  on des Prograrnms
e r # o r d e r l  i c h .  \
Das  nach den angegebenen A lgor i thmen geschr iebene Computer -
p r o g r a r n m  z e i c h n e t  s i c h  d u r c h  e i n e  o p t i m a l e  u n d  s p a r s a m e
S p e i c h e r p l a t = v e r w a l t u n g  a u s r  r e i l  d i e  H a t r i = e n  t H l  u n d  t E l
wechge lwe ise  berechnet  und im gerne insämen Spe ichergeb ie t  ab-
gespe icher t  werden können.  Be i  der  I ' l e thode der  f  in i ten  E le -
mente  w i rd  ru r  Lösung des  Ee=amtg le ichungssys tems o f t  d ie
Gaussche E l i rn ina t ion  verwsndt .  Da nach der  Lösung des  E le i -
chungssys tems d ie  u rngewande l te  Hat r i x  tH l  n ich t  mehr  ge-
braucht  w i rd ,  kann der  v t rn  ih r  b isher  e ingenornrnene Spe icher -
p l a t =  f ü r  d i e  B e r e c h n u n g  d e r  H a t r i : < k o e f { i = i e n t - - e n  v o n  t E l
ausgenut= t  werden.  l t l s tch  der  Auswer tung von iCJ i . iu l 'o  -  {u3 . . )
b = u l -  k t C l t v (  k - r )  ]  k a n n  r n a n  d i * s e n  S p e i c h e r p l a t =  w i e d e r  f ü r
d i e  E e s t a l t u n g  d e r  n e u e n  H a t r i x  t H l  b e n u t = e n .
B .  D i e  m o d i f i = i e r t a n  I ' t a r n e n t e  G u r  i r n  b e = s n d e r e n  d i e  i n i t t l e r e
Ze i t l *ons tan te ,  können auch durch  Lösung der  en t -=prechenden
H e l m h o l t z - 6 l e i c h u n g  f ü r  n i e d r i g e  t { r e i s f r e q u e n = e n  g e { u n d e n
werden. P (c.r)  und I  io) sei  en derr Real -  und Imagi närtei  I  des
Frequen=gangGls ,  wobe i
und
D a m i t  e r g i b t  s i c h
(  1 0 )
( 1 1 )
R = l r ? r . , .  .  ( 1 ? )
Die  l ioe f  f  i z ien ten  pu  und qu  r , re rden aus  dem aus  6 I .  (? )  ge-
w o n n e n e n  F r e q u e n = g a n g ,  = . 8 .  m i t  H i l f e  d e r  r n t e r p o l a t i o n r  r F -
mi  t te l  t  -  Durch  I  i  neare  In te rpo l  a t i  on  kann rnan u .  a .  d i  e
mi t t le re  Ze i tkons tan te  bes t i rn [en ,  wobe i  das  6 te ichungssys tem
( 2 )  z w e i m a l  ( f ü r  . o =  o  u n d  d i e  h i n r e i c h e n d  k l e i n e  K r e i s f r e -
guenz - ,  )  ge lös t  werden muß.
6 u  =  ( - r ) n  k :  
{  , :
, f ü r k = 2 n - 1 ]
, f i J r k = 2 n  )
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Daraus  fo lg t
G l (o .  )
E -
'  
. r P ( O )
und (  1 3 )
9.  Das in  These B vorgesch lagene Berechnungsver fahren  ha t  zwe i
w i c h t i g e  V o r t e i l e :
-  l ' l an  kann d ie  schon vorhandene und fü r  s ta t ionäre  Wi rbe l -
s t romprob leme besonders  gu t  en tw icke l te  Sof tware  d i rek t
ausnut=en;
-  Wei l  d ie  numer ischen Rechnungen fü r  sehr  k le ine  Frequenzen
durchgeführ t  werden müssen,  t re ten  ke ine  mi t  der  E indr ing-
t ie fe  verbundenen Prob leme der  Raurnd iskre t i= ie rung au f  .
I rn  Untersch ied  au  den in  den Thesen 5  und 6  s l ' ; i z= ie r ten  Ver -
fahren t  i s t  h ie r  d ie  Lösung des  kornp le ; {en  6 le ichungssys tems
12,  e r fo rder l i ch .  l ' 1an  mu8 demnach mi t  e inem größeren spe i -
cherp la tzbedar f  und e iner  längeren Rechenze i t  rechnen.
lü .  D ie  in  der  Arbe i t  vorgesch lagenen nurner i=chen A lgor i th rnen
l " ;ann män =ur  Ana lyse  I  inearer  d i f  f  us ionsar t iger  Froresse,
= .8 '  des  quas is ta t ionären e lek t romagnet ischen Fe ldes  anwen-
den.  l ' l an  kann mi t  ih re r  H i l fe  auch Prab le rne  der  n ich ts ta t io -
nären Wärmele i tung behande ln ,  so fern  d ie  Voraussetzung der
L i n e a r i t ä t  z u t r i + f t .  D i e  m o d i f i = i e r t e n  f I o m e n t e  g e s t a t t e n ,
approx imierende or tgabhäng ige  über t ragungs-  und übergangs-
f u n k t i s n e n  z u  e r m i t t e l n .  l ' l a n  k a n n  d e n  Z e i t v e r l a u f ,  z . B .  d i e
Sprungantwort,  näherungsweise best irnmen. Bei den Berechnun-
gen werden statt  der Anfangs-Randwertaufgabe nur Randwert-
au fgaben (Anfangs-  und Endzus tand)  ge lö=t -  D iese  Hand lungs-
we ise  ges ta t te t  u .a . ,  den Rechenaufwand wesent l i ch  zu  redu-
z ie ren .  D ie  Unter=uchung des  dynamischen Verha l tens  i rn  Fre-
quenzbere ich  läß t  s ich  mi t  H i l fe  von f , läherungs-über t rägung=-
* u n k t i o n e n  n u r  i n  e i n e m  v e r h ä l t n i s m ä ß i g  s c h m a l e n  E e r e i c h
n iedr i  ger  Frequenren durch führen.
1 1 .  D i e  e r a r b e i t e t e n  n u r n e r i s c h e n  A l g o r i t h r n e n  w u r d e n  a n  e r n i g e n
Berechnungsbe isp ie len  ge tes te t  und zur  Lösung prak t ischer
Aufgaben der  techn ischen E lek t rodynamik  und der  n ich ts ta t io -
nären Härmele i tung angewandt ,  Untersucht  r^ lu rden u .a .  fo lgen-
de Prob le rne :
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-  Das  dynamische Verha l ten  räuml ich  begrenz ter  und räurn l i ch
o f f e n e r  H a g n e t f e l d e r  i n  e i n i g e n  A n o r d n u n g e n  = u r  e I e $ l t r o -
magneti  schen Abschi rrnung;
-  D i e  Z e i t k o n s t a n t e  d e s  m a g n e t i s c h e n  F l u ß e s  i n  e l n e r n  6 l e i c h -
s t rommagnet  be i  fes tg tehendem Anker ;
-  Das  dynamische Verha l ten  e ines  ak t ivenr  e lek t r i schen
"Wi  t te rungs f  {Jh l  e rs " .
Zur  Lösung der  o .g .  Aufgaben wurde hauptsäch l i ch  d ie  Methode
d e r  f i n i t e n  E l e m e n t e  a n g e w a n d t ,  w o b e i  r ä u m l i c h  o f f e n e  F e l d -
g e b i e t e  m i t  i n f i n i t e n  E l e r n e n t e n  m o d e l l i e r t  w u r d e n .
12 .  Anhand der  be t rach te ten  Be isp ie le  wurde d ie  Rechengenau ig-
ke i t  d isku t ie r t  und d ie  KonvErgenz der  nurner ischen Lösung
ge=e ig t -  D ie  an  e in igen Prob lemen dur rchgef t ih r te  umfassende
Ana lyse  e lek t romagnet ischer  Pro=esse (d ie  Untersuchung des
dynamischen Verha l tens  im Ze i t -  und Frequen=bere ich  sowie
d ie  Auswer tung der  mi t t le r€ ln  Ze i tkons tan te)  ha t  e ine  gr - t te
{Jbere ins t i rn rnung der  mi t  H i l fe  versch iedener  Ver fahren  ge-
wonnenen Ergebn ig=e na .chgewiesen.  D ie  Verwendbarke i t  der  an-
gewandten Hethoden nurde ebenfa l l=  durch  He8e: tper i rnente  be-
s tä t ig t .  Eegenüber  den I ' teßwer ten  wurden d ie  numer isch  er -
m i t t e l t e n  T e m p e r a t u r v o r g ä n g e  i n  e i n e m  " l d i t t e r u n g s f ü h l e r "  m i t
e i n e r  ü b f  i c h e n  t e c h n i s c h e n  G e n a u i g k e i t  b e r e c h n e t .
1 3 .  I n  d i e s e r  u n d  d e n  f o l g e n d e n  T h e s e n  s o l l e n  E r k e n n t n i s s e ,  d i e
aus  den ana lys ie r ten  Fe ldprob le rnen hervorg ingen.  darges te l l t
werden.
D i e  n a c h  e i n e r  e - F u n l : t i o n  v e r l a u f e n d e n  D i f f u s i o n s v o r g ä n g e
l a s s e n  s i c h  d u r c h  d i e  A n g a b e  e i n i g e r  r n o d i f i z i e r t e n  H o r n e n t e
6 *  ,  i m  b e s o n d e r e n  d e r  m i t t l e r e n  Z e i t k o n s t a n t e  t  =  6 n ,  c h a -
rak ter is ie ren .  Auf  6 rund der  gewonnenen Homente  kann man e i -
n i g e  H e n n g r ö ß e n  ( r . 8 .  d i e  Z e i t k o n s t a n t e n ,  d i e  B r d n u n g  d e r
,  Verzögerung)  der  o r tsabhäng igen über t ragungsfunk t ionen er -
rn i  t te l  n .
14 .  Um d ie  Näherungs-über t ragunggfun l : t ion  bes t i rn rn te r  Ar t  gewin-
nen zu können, rnt issen durch di  e Homente Gl r  G2 .  .  .  .  gewi sse
Bed ingungen er fü1 t  werden.  D iese  Eed ingungen zeLrgen von der
" A p p r o x i m a t i o n s f  ä h i g k e i t "  d e s  t " l o d e l  l s  i m  b e t r a c h t e t e n  6 e -
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b i e t .  E i n e  g u t e  " A p p r o r : i m a t i o n s f ä h i g k e i t "  b e d e u t e t ,  d a ß  b e i
Verwendung d ieser  l ' tode l l -Über t ragungsfunk t ron  dag n ich ts ta -
t ionäre  Fe ld  i rn  ganzen Eeb ie t  beschr ieben werden kann.  D ie
bes te  "Approx imat ions fäh igke i t "  bes i tz t  das  Über t ragungse le-
ment mit  Verzögerung n-ter Ordnung: -
K ( P r s )  =  K o ( P r / t l  +  s r ( P )
wobei  m(P)  bei  Systernen mi t  ver te i l ten
me inen  e ine  n i ch t  ganze  Zah I  i s t .
l m ( P )  ,  ( 1 4 )
Pa rame te r  im  a l l ge -
Die  mi t t le re  Ze i tkons tan te  wurde b isher  nur  ana ly t i sch  be-
rechnet  und nur  a ls  der  d ie  Dauer  e ines  D i f fus ic lnsvorgangs
best immende Ze i tparameter  be t rach te t .  t { ie  anhand der  ana ly=
si erten Fel dar-t f  gaben gezei gt  wurden kann si  e ebenf al  I  s =u
wei te ren  phys ika l i sch- techn ischen Aussagen herangezogen wer -
d e n .  Z u m  B e i s p i e l  v e r a n g c h a u l i c h t  i h r e  g r a p h i s c h  d a r g e s t e l l -
t e  r ä u i n l i c h e  V e r t e i l u n g  d i e  R i c h t u n g  u n d  d i e  E e s c h t t i n d i g -
ke i t  der  Fe ldausbre i tung im untersuchten  6eb ie t .  l " tan  kann
dabe i  d ie  f t l r  das  durchdr ingende Fe ld  durch läss igen und un-
durch läs= igen inneren Eeb ie te  e rkennen.  5 ie  könnte  aucht
neben dem t jh l  i cherwe ise  benutz ten  Sch i . r rn f  a l * to r ,  a ls  e in f  a -
cher  Farameter  zur  Charak ter is ie rung von e lek t romagnet ischen
Abschirrnungen in einem ar-Bereich angegeben werden.
D ie  durchgeführ ten  Berechnungen haben d ie  p rak t i=che Bedeu-
tung der  Frequenzana ly= 'e  =ur  Eharak ter ig ie rung dynamischer
Prozesse bestät igt .  Auf 6rund des Frequen=ganges kann fnan
e r f o l g r e i c h  d a s  n i c h t s t a t i o n ä r e  F e l d  a u c h  i m  Z e i t h e r e i c h
u n t e r s u c h e n  s o w i e  e i n i g e  Z e i t p a r a i n e t e r ,  z . B .  d i e  m i t t l e r e
Ze i tkons tan te ,  bes t imfoen.  Um d ie  Ana lyse  des  Frequen=ganges
v o l l s t ä n d i g  r e a l i s i e r e n  z u  k ö n n e n ,  r n u ß  d i e  H e l m h o l z - D i f f e -
r e n t i a l g l e i c h u n g  i r n  b r e i t e n  F r e q u e n = b e r e i c h  g e l ö s t  w e r d e n .
Be i  der  Behand lung von h f i rbe ls t ro rnauf  gaben is t  jedoch be i
h o h e n  F r e q u e n z e n  e i n e  g e b i e t s w e i s e  f e i n e  O r t s d i s k r e t i s i e r u n g
d e r  l e i t e n d e n  B e r e i c h e  e r f o r d e r l i c h ,  d a m i t  d i e  l " l a s c h e n w e i t e
b z w .  d a s  f i n i t e  E l e r n e n t  k l e i n  g e g e n ü b e r  d e r  E i n d r i n g t i e f e
b l  e i  b t .
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17.  Der  Be i t rag  des  Ver fassers  zur  numer ischen Untersuchung von
D i f { u s i o n s p r o z e = = ä r ,  l i e g t  v o r  a l l e m  i n  d e r :
-  Bearbe i tung e iner  Re ihe  von neuen A lgor i th rnen =ur  Be-
s t immug der  mi t t le ren  Ze i tkongtan te  und der  anderen d ie
dynamische E igenschaf ten  charak ter is ie renden Parameter l
3 .  
-  E in führung d ieser  A lgor i thmen =ur  rechnerges tü tz ten  Ana ly -
s e  n i c h t s t a t i o n ä r e n  F e l d a u f g a b e n  d e r  E l e k t r o t e c h n i k ;
-  Dars te l lung  neuer  Högt ishke i ten  prak t ischer  Ausnutzung der
m i t t l e r e n  Z e i t k s n s t a n t e .
1E| .  D ie  in  d ieser  Arbe i t  gemachten  Vorsch läge zur  For t führung
der  Untersuchungen dynamischer  Fro=esge bez iehen s ich  vor
a l l e m  a u f  f o l g e n d e  a l l g e m e i n e  A u f g a b e n :
-  D ie  w i r l , ;ungsvo l  Ie  Ber i l cks ich t igung von n ich t l inearen Ha-
t e r i  a l  e i  g e n s c h a f t e n ;
-  Erwe i te rung der  e rarbe i te ten  Ver fahren  au f  d ie  rasch  ver -
änder l i che  Fe lder  un ter  Eer t l cks ich t i ,gunq höherer  Frequen-
Een der  Fe lder regung;
-  Durch führung e iner  d re id imens iona len  Ana lyse  dynamischer
Pro=esse.
Z u  d e n  p r a k t i s c h e n  A u f g a b e n  d e r  t e c h n i s c h e n  E l e l : t r o d y n a m i k ,
d i e  s i c h  r n i t  d e r  n i c h t s t a t i o n ä r e n  A n a l y s e  d e s  e l e k t r o r n a g n e -
t i s c h e n  F e l d e g  v e r b i n d e n  u n d  a l s  i n t e r e s s a n t  n a c h  A n s i c h t
des  Ver faggers  in  den zukünf t igen  Forschungen be t rach te t
werden könnten, gehören:
-  N u m e r i s c h e  I d e n t i f i k a t i o n  d e r  E r r e g u n g  u n d  d i e  E r n p f i n d -
l i c h k e i t s a n a l y s e  i n  r ä u m l i c h e n  W i r b e l s t r o m a n o r d n u n g e n ;
-  Aufgaben der  Synthese n ich ts ta t i t rnärer  Fe lder ,  z .B .  Syn-
these der Erregung bei vorgegebenen (vorausgesetzten)
ze i  t l  i chen Ausgangsverha l  ten .
a
